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PREFATA
Prezenta lucrare este elaborata in conformitate cu

programele analitice ale disciplinei Fizica la facultatile
UTM si este adresata studentilor din invatamantul
tehnic superior de la toate formele de instruire.

Lucrarea include doua parti ale fizicii. Prima parte
- bazele mecanicii clasice si ale teoriei relativitatii
restranse-este expusd in trei capitole: cinematica
punctului material §i a solidului rigid (I); dinamica
clasica a sistemelor de puncte materiale (Il), divizat in
trei teme; bazele teoriei relativitatii restranse (Il1).
Partea a doua - bazele fizicii moleculare si ale
termodinamicii este expusa in capitolul 1V, divizat in
doua teme. Fiecare tema include: tratarea teoretica;
aplicatii §i probleme rezolvate, intrebari de verificare.
Paragrafele mari sunt structurate in subparagrafe, ceea
ce, credem, va wusura selectarea §i insusirea
materialului, inclus in programa analitica a facultatii.

In expunerea teoreticd Se Insistd  asupra
esentialului, se urmareste scopul intelegerii conceptelor
si notiunilor introduse, a legilor fizicii, cat si a stabilirii
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domeniilor lor de valabilitate si aplicabilitate. Pentru
intelegerea materialului expus in lucrare este suficient
ca cititorul sa posede cunostinte la fizica si matematica
in limitele programei liceale pentru profilul real.
Problemele rezolvate au fost selectate astfel incat: sa
completeze si sa aprofundeze expunerea teoretica, sa
contribuie la o intelegere mai detaliata a temei,; sa
familiarizeze cititorul cu anumite tipuri de probleme
fizice si cu aparatul matematic adecvat. Intrebdrile de
verificare au rolul de a ajuta cititorul sa-si testeze
cunostintele.

Speram ca prezenta lucrare va constitui o

completare utila a publicatiilor existente.



|. Cinematica punctului material si a
solidului rigid

§1. Elemente de algebra vectoriala
In fizicd se utilizeaza marimi fizice scalare, caracterizate
numai prin valori numerice §i unititi de masurd (energia, masa,
distanta etc.) si marimi fizice vectoriale sau vectori, caracterizate si
prin directie, sens si, eventual, punct de aplicatie (forta, impulsul
etc.).

1.1. Adunarea, scaderea sl inmultirea vectorilor
Pentru a aduna doi vectori A si B se deplaseaza unul din ei,
fie B, paralel cu el insusi astfel ca sd ajungd cu originea in
extremitatea lui A (fig. 1.1) Vectorul trasat din originea lui A

pana in extremitatea lui B reprezintd vectorul suma sau vectorul
rezultant.

ool

B B

Fig.1.1
Diferenta vectorilor A si B care au origine comuna este
vectorul cu originea 1n extremitatea vectorului B (scazator) si cu
aceeasi extremitate ca si vectorul A (descazut) (figl.1). Este
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simplu de observat ca A-B=A+ (— B): —(§ —ﬂ), adica vectorii
A-B s B - A sunt opusi.

Prin inmultirea unui vector A CU un scalar o se obtine un
vector coliniar cu A , de modul « A, de acelasi sens cu A daci
a >0 si de sens opus daca a<0. Doi vectori pot fi inmultiti

scalar sau vectorial. Produsul scalar al vectorilor A si B este 0
marime scalara egala cu produsul dintre modulele celor doi vectori
si cosinusul unghiului format de ei ( Lex, figl.1)

AB = ABcosa. (1.1)
Produsul scalar este comutativ si distributiv
(§+5)A:A(§+E)ZA§+AC (1.2)

Din (1.1) urmeaza:
(1.3)

Fig.1.2
Utilizand proiectia unui vector pe directia celuilalt (fig.1.1) se mai
obtin doua expresii pentru produsul scalar

AB=AB=AB,. (1.4)

Produsul vectorial al vectorilor A si B este vectorul C cu
modulul

C=A-B-sina , (1.5)



cu directia perpendiculard pe planul format de vectorii A si B si
cu sensul naintdrii burghiului drept atunci cand se roteste de la A
(primul vector) spre B (al doilea vector) pe drumul cel mai scurt

(fig.1.2). Vectorul C' =Bx A este opus vectorului C, produsul
vectorial nefiind comutativ:

AxB=-BxA. (1.6)
Produsul vectorial este distributiv:
Ax(éxé):,&xéﬁLAxé. (1.7)

Din (1.5) urmeazi, Ax A=0, aAx A=0.

1.2. Vectori unitate (versori). Vector de pozitie (raza
vectoare)
Sistemul de coordonate utilizat ITn mecanica este cartezian,
drept, cu sensurile axelor precizate prin vectorii unitate (versorii)

i,7,k (fig 1.3) pentru care se respecta relatiile:

[T ]=[]= k=1

(1.8)

Intr-un sistem de coordonate pozitia punctului material
(punctul M, fig.1.3) este univoc determinata de trei coordonate,
anume x,y,z, sau de vectorul ¥ ce uneste originea sistemului cu
punctul material, numit vector de pozitie sau raza vectoare,

= Ry H L r = 2 2 2
r=rX|+ryJ+er=rF=rer,r=1/rx+ry+rZ , (1.9
unde X=r,y=r, Z=r, reprezinta proiectiile vectorului ' pe
axele de coordonate; €, este vector unitate pentru . Prin urmare:
I



y Yy

Fr=xi+yj+zk,r=x>+y*+z* . (1.9
Evident, relatii de tipul (1.9) se pot scrie pentru orice vector fatd de

un sistem cartezian de coordonate.

Daca pentru doi vectori arbitrari A si B care se inmultesc
scalar sau vectorial se scriu relatii de tipul (1.9) si se utilizeaza
proprietatile vectorilor unitate (1.8), rezultd urmatoarele expresii:

AB = (AT +AJ+AK)B,i+B,j+BK)=
~AB,+AB, +AB,.
AxB :(AXT+ A+ AZIZ)x(BXT+ B,j+ BZIZ)z
-i(AB,~AB,)+j(AB,~AB,)+k(AB,~AB,).

Expresia (1.11) poate fi scrisa mai compact sub forma unui
determinant:

(1.10)

(1.11)

i J kK
AxB=|A A A (1.117)
B, B, B,



1.3. Derivata unui vector
Daci vectorul A variaza in timp A= A(t) atunci, in caz
general, toate proiectiile sale pe axele de coordonate de asemenea
reprezinta functii de timp:
At)= A BT +A )T +A bk . (1.12)
Viteza variatiei in timp a vectorului A, adica derivata de ordinul
intai in raport cu timpul de la A | se scrie:

' 4 )

dA_;dA  dA pdA (1.13)
dt dt dt dt

Pentru punctul material M , ce se deplaseaza pe o curba arbitrara

(L) (fig.1.3), variaza in timp atdt modulul vectorului de pozitie

r=r(t) cat si directia sa, caracterizati de vectorul unitate

g, =§&,(t), derivata ciruia de:{' # 0. Atunci
_de, 1d. .., 1d_ .,
L==——Je] ==—I]e ] =0, 1.14
gt 2] =gl (1.14)

deoarece [e,]* =1. Rezultatul obtinut (1.14) poate fi generalizat:

produsul scalar dintre oricare vector unitate si derivata acestuia In
raport cu timpul este egal cu zero. Conform (1.1) vectorii
respectivi sunt reciproc perpendiculari.

§2. Sisteme de referinta. Modele mecanice

Orice corp se misca sau este in repaus fata de altul, numit
corp de referinta. Prin urmare, starea corpului considerat se
raporteaza la un sistem de referinta (sau referential) care reprezinta
un ansamblu format din corpul de referinta, sistem de coordonate
legat rigid cu el si un dispozitiv de masurare a timpului
(ceasornic), imobil fatd de corpul de referinta.

Conditiile concrete ale problemei care se rezolva atunci cand
se analizeaza starea de miscare sau de repaus a unui corp
determina utilizarea pentru el a unui anumit model mecanic:
punctul material, sistemul de puncte materiale, solidul rigid.
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Un corp dimensiunile caruia pot fi neglijate in descrierea
miscarii sale de translatie, se numeste punct material. Exemplu de
punct material poate fi Pamantul in miscare in jurul Soarelui. Dar
Pamantul nu este punct material cand se studiaza rotatia lui 1n jurul
propriei axe.

Un ansamblu finit de puncte materiale care interactioneaza
reciproc formeaza un sistem de puncte materiale. Sistemul este
continuu daca in orice punct geometric al spatiului ocupat de el se
afla cate un punct material. In caz contrar sistemul este discret.

Daca distanta dintre oricare doud puncte ale sistemului
ramane constanta in timp sistemul (continuu sau discret) se
numeste solid rigid sau rigid. Conditia impusa rigidului inseamna
ca In timpul miscdrii §i interactiunii cu alte corpuri rigidul nu se
deformeaza, mentinandu-si dimensiunile si forma. Desi in natura
nu existd corpuri absolut nedeformabile modelul rigidului se
utilizeaza atunci cand deformatiile sunt neglijabile in conditiile
concrete ale unei probleme.

§3. Marimi cinematice fundamentale
3.1. Legile cinematice ale miscarii. Traiectorie, deplasare
Consideram un punct material in miscare in raport cu un
sistem de referintd (figl.4) (corpul de referintd este in originea
sistemului de coordonate cartezian, drept). Locul geometric al
pozitiilor succesive ale punctului material in miscare (curba L)
reprezinta traiectoria punctului material. In orice moment de timp
pozitia punctului material este determinata prin vectorul de pozitie
F(t), sau prin coordonatele extremitatii lui X(t) , y(t) , z(t). Relatia

F(t)=x()i + y(t)] +z(t)k (3.1)
reprezintd ecuatia cinematica a punctului material in forma
vectorialda, iar

x(t)

y(t) (3.2)

2(t)

10
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reprezintd ecuatiile cinematice ale punctului material in forma
scalara. In relatiile (3.1), (3.2) functiile de timp sunt considerate
continue si de doua ori derivabile in raport cu timpul t.

Miscarea punctului material se caracterizeaza atat prin
distanta (drumul) parcursda As >0 cat si prin vectorul deplasarii
AT (figl.4), unde t=t, + At.

AF =F(t)-F(t,) . (3.3)
Mentionam cd Ar = AS numai in cazul migcarii punctului material
pe o traiectorie rectilinie in acelasi sens, in rest Ar < AS.

-
Vo
Z
&g
i) 4
—
DT ™ )m’) >
N
ita)
X
T
T
iy
- J
H
X
Fig.1.4

3.2. Viteza medie, viteza momentana
Raportul dintre vectorul deplaséarii si intervalul de timp
corespunzator
. r—-r Ar
vV, = =—
t—t, At
este un vector coliniar cu AT si se numeste viteza medie (fig.1.4).
Valoarea limita spre care tinde vectorul vitezei medii atunci
cand At — 0 se numeste viteza instantanee Sau momentand.

(3.4)
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V=Ilim—= ) 35
At—0 At dt ( )

Conform definitiilor (3.4), (3.5) viteza caracterizeaza rapiditatea
miscarii in timp a punctului material; viteza momentand este egala
cu derivata de ordinul intai in raport cu timpul de la vectorul de
pozitie. Pentru At — 0, ds =|dF| si vectorii dr, V au orientarea
tangentei la traiectorie in punctul corespunzator pozitiei punctului
material la momentul respectiv. Dacd se introduce un vector
unitate 7 tangent la traiectorie in punctul corespunzator pozitiei
punctului material si in sensul miscarii lui (fig.1.4).

aur v
f=—=— 3.6
e I (3.6)
atunci: dr = |df|f =ds7. Viteza momentana devine
- |dr(t
GOl 80, (37)
dt dt

Atragem atentia, cd In formulele de mai sus s-a folosit marimea
fizica |dF , care reprezintd modulul variatiei vectoruluir :

dF| = /(dx)? + (dy)? + (dz)? .

Aceasta marime fizica este diferitd de dr =d \/ x2(t)+y2(t)+2°(t) ,
care este variatia modulului vectorului 7. In mod similar sunt
diferite urmatoarele marimi fizice

‘d\?‘ = J@v,)? +(@v,)? + (dv,)*

dv=dV3(t)+V2(t)+ V2(L). (3.8)
Aplicand definitia produsului scalar, obtinem
Fdr =r|dF|cosar, Vdv=v|dV|cos.
Reesind din relatiile (1.13), (3.1) vectorul vitezei momentane

se poate scrie prin proiectiile sale pe axele de coordonate si
vectorii unitate respectivi:
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- dx- dy- dz- - - -~
V=—Ii+-—2 —k=vi+vV vk . 3.9

Modulul vitezei momentane este

V=Vi+V)+VS (3.10)

Daca in definitia (3.5) se introduce r =ré, avem:

- d_ . dr_ de,

V=—I[ré.]=—=¢€ +r
dt dt dt
Conform (3.11) viteza momentand are o componentad
determinata de variatia in timp a modulului vectorului de pozitie si
a doua--de variatia in timp a directiei lui. Aceste componente sunt

reciproc perpendiculare (a se vedea formula (1.14)).

(3.11)

3.3. Acceleratia medie, acceleratia momentana
Raportul dintre variatia vectorului viteza AV =V — Vo si
intervalul de timp corespunzator At=t—t, este un vector coliniar
Cu AV, numit acceleratie medie (fig.1.5):

L W)-v(,)_av

: 3.12
" t—t, At (3.12)

Fig. 1.5.
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Acceleratia momentanda (instantanee) se defineste ca limita
acceleratiei medii cand At —0:

S AV _dv_dr
WO AL dt d?
Astfel, acceleratia momentana este derivata de ordinul intdi a
functiei \7=\7(t), respectiv derivata de ordinul doi a functiei
r = r(t). Din formulele (3.13) si (3.9) rezulta:

dv _dv, - dv, - dv

= (3.13)

a= L1+ i+ tk=aj+a J+a k, (3.14)
dt dt dt dt
a’=a; +a + af, (3.15)
unde
dv, d3x dv, d?y dv, d?%z
a, =—*X=——" 4a =—2="2 a=—2=""—_(3.16
“odt dt?’ Y dt dt?2 Tt dt o dt? (3.18)

3.4. Acceleratiile tangentiala si normala
In cazul general cand v=v(t) si ;:;(t) prin substituirea
formulei (3.7) in definitia (3.13) se obtine:
a-dv_d(z)_dv;, e (317)
dt o dt dt dt
Acceleratia este determinatd de variatia in timp atat a modulului

Lo . . o= .
vectorului vitezei cat si a directiei lui. Vectorii 7 si d—: sunt

reciproc perpendiculari (a se vedea relatia (1.14)), deci
componentele acceleratiei din egalitatea (3.17) de asemenea sunt
perpendiculare intre ele. Componenta
~ dv
a
i dt
numitd acceleratie tangentiala, este orientata la fel ca si vectorul
7 daca miscarea punctului material este accelerata (dv > 0) si are
sens contrar lui 7 daca migcarea punctului material este incetinita

, (3.18)
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(dv<0). Valoarea a_ este determinata de rapiditatea variatiei in

timp a modului vitezei. Componenta
- d T
a, = (3.19)
dt
numitd acceleratie normala sau centripeta, este determinata de
modulul vitezei si de rapiditatea variatiei in timp a vectorului 7,

adica a directiei vectorului vitezei si Se poate scrie:

Fig 1.6

én:vd—T:vd—T s _ vzd—T. (3.20)
dt ds dt ds

dz . N .
Mairimea |d—| se determina folosind fig.1.6, unde 7,7 +d7 sunt
S

vectori unitate ai vitezei punctului material in doud pozitii foarte
apropiate, pentru care |dF| =ds. Curba ds este un arc de cerc de

raza R intre aceste doua pozitii, avand centrul in punctul 0. Din
fig.1.6 urmeaza: ds=R-d«, |df| =rda; 7=1.Atunci,

laz] _

2
ds R

E
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Deoarece a L &, si d7 este orientat spre centrul 0, se introduce

vectorul unitate i orientat in lungul razei de curbura spre centru:
di=mﬁ=lﬁ;|ﬁ|=1. (3.21)
ds ds R
Expresia (3.21) este cunoscuta ca formula intai a lui Frenet, in care
R reprezintd raza de curburd a traiectoriei din vecinatatea
punctului cercetat. Luand in consideratie relatia (3.21), acceleratia
normala se scrie:
_ Vv
a, R n. (3.22)
Substituind formulele (3.18) si (3.22) in relatia (3.17) se obtin
urmatoarele egalitati, ilustrate pe figura 1.7

Ao, (3.23)

a=.a’+a’ = \/(ﬂ)z + (V—Zj : (3.24)
t R

Av >0 Av<0

Fig 17
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§4. Cazuri particulare ale miscarii punctului
material

4.1. Miscarea rectilinie uniform variata
La deplasarea rectilinie a punctului material in lungul unei
axe, de  exemplu 0X, se  respecta  conditiile:
R=o,d,=0, da=4a, =Ef. Daca miscarea este si uniform
variata, adica a = const din definitiile (3.5) si (3.13) urmeaza:

dv = adt, Idv:ajdt,
0

Vo

V=V, +at, 4.2)
t atZ
X—Xo = [ (Vo +atht, x—xO:v0t+7. (4.2)
0
Formulele (4.1) si (4.2) s-au dedus in conditiile initiale:
t,=0
x(0)= X, .
v(0)=v,

Din ecuatiile vitezei (4.1) si respectiv a migcarii (4.2) rezulta
formulele deduse 1n cursul liceal:
a-V Vo, _V+tY
t " 2 : (4.3)
Ar=v, t; V2 —Vi=2aAr
Ultima relatie poartd denumirea de formula lui Galilei.
In campul gravitational uniform, adica la indl{ime neglijabila
fata de raza Pamantului toate corpurile (in absenta oricaror alte
forte, inclusiv de rezistenta a aerului) se deplaseaza cu acceleratia

g= —ng , 0=9,8m/s?, in raport cu sistemul de referinti de pe
fig. 1.4 sau 1.5. In conditiile indicate aceastd acceleratie o poseda
si corpurile aruncate oblic, traiectoria cdrora este parabolica.
Aceasta migcare, studiata in cursul liceal, se compune dintr-o
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migcare uniformd pe orizontald si o miscare uniform variata,
conform egalitatilor (4.1)-(4.3), pe verticala.

4.2. Miscarea circulara. Marimi cinematice unghiulare
a)Marimi cinematice unghiulare. Relatii intre marimile
cinematice unghiulare si liniare. La miscarea punctului material pe
un cerc sistemul de coordonate poate fi ales astfel incat acest cerc
apartine planului xoy (fig 1.8) sau ii este paralel (figl.9) si atunci
modulul vectorului de pozitie este constant, variindu-i numai

directia, adica €, (t)
r(t)=re(t)

dr _ 0 : (4.4)
dt
Utilizand relatia dintre arcul ds descris de punctul material in
timpul dt si unghiul d¢ cu care se roteste vectorul sau de pozitie
in acelasi timp, numit unghi de rotatie, ds = rde,
vectorul vitezei devine:

—

ds> de >
t=—"r=r22 ) 4.5
v(t) il el (4.5)

84|
B

Fig 1.8

Se defineste in forma scalara viteza unghiulara momentana a
punctului material care caracterizeaza rapiditatea variatiei in timp a
unghiului de rotatie, si este egala cu derivata de ordinul intai in
raport cu timpul de la unghiul de rotatie,

18



a)—d—¢ . (4.6)

Cdt
Substituind definitia (4.6) in formula (4.5) rezulta:
V=rtor , 4.7)
V=ro . (4.8)

Raza R a cercului ce apartine planului X0y este egald cu modulul
vectorului de pozitie R =r (fig.1.8), deci

- -

v =Rw7 , 4.7)

V=Ro . (4.8")

In cazul miscarii circulare neuniforme se introduce marimea

fizica scalara ce caracterizeaza rapiditatea variatiei in timp a
vitezei unghiulare, numitd acceleratie unghiulara momentana,

()= 42) _ &0t (4.9)

dt dt’
egala cu derivata de ordinul intai in raport cu timpul de la viteza
unghiulard momentana sau derivata de ordinul doi de la unghiul de
rotatie. Substituind relatiile (4.8), (4.8") si (4.9) in formula (3.18)
si (4.8), (4.8") 1in (3.22) rezultd urmatoarele expresii pentru
acceleratiile tangentiald i normald ale punctului material:

a= LU i[rco]% =reT = ReT, (4.10)
dt dt
2 2 2=
=g ROm_ o (4.12)
r R
Atunci acceleratia momentana a punctului material se scrie:
d=Ro’fi+ReT (4.12)

a=RJw'+&% . (4.13)

19



=z
S
o dw=>0
de
&
AD b - an
del - EFF + dF
_7_‘
1B
>
x Fig. 1.9

Din cele expuse rezulti: miscarea circulard a punctului
material este caracterizata de marimile F,V,d,d,,d - numite in
acest caz liniare - si de marimile unghiulare ¢,®, &, legate de cele
liniare prin relatiile (4.7), (4.8), (4.10)-(4.13).

Cercetand diferite miscari ale punctului material si rigidului
este comod si util sa se introduca vectorii @, ®,&.Din fig.1.9, pe

care este reprezentatd miscarea circulard acceleratd a unui punct
material in plan orizontal urmeaza:

dr=Rdp=rsin Sde . (4.14)
Vectorul unghi de rotatie d¢ (si vectorul unitate ce ii corespunde
€,) se introduce orientat perpendicular pe planul miscarii

punctului material in sensul inaintdrii burghiului drept, rotit in
sensul miscarii punctului material:

dp =dgpe,. (4.15)
In baza acestei definitii si a compararii formulei (4.14) cu (1.5) se
constata:
dr =dexr . (4.16)
Vectorii viteza unghiulara si acceleratia unghiulara se
definesc dupa cum urmeaza:

20



SN
Il

49 _dog (4.17)

dt  dt ¢
. do. d%o.
€=Eew=wgoe¢ . (418)

. . 5 . do - .
Daca miscarea circulara este accelerata (E>0) £ are acelasi

dw
sens cu @, (fig.1.9), in caz contrar (cand ’ < 0) - sens opus

acestor vectori. Utilizand expresia (4.16) vom obtine relatii dintre
marimile liniare V, @ si marimile unghiulare @, & :

v _98 ¢ _aoxr, (4.19)
dt dt
v=wrsing . (4.20)

Din fig.1.9: rsing=R (R- raza cercului), deci din egalitatea

(4.20) rezulta (4.8"). Substituind relatia (4.19) in definitia
acceleratiel momentane liniare rezulta:

davt) d,. .\ do_ _ . df
raaCLL) . (42

=ExT+oxV=4a_ +4a,

3=

unde @& =&xr,a,=axV.
b. Miscarea circulara uniforma. Pentru o astfel de miscare a
punctului material @ =const, £ =0, a_ =0, deci
VvV =R = const
V=Rao(t) }
In rezultatul integrarii egalitatii (4.6) se obtine ecuatia rotatiei
uniforme:

(4.22)

t

do(t)= wdt, .Td(p(t):a).l.dt ,

Po 0

p=@,+ot . (4.23)
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Perioada T :ﬁ si frecventa de rotatie v :% (N este numarul

de rotatii in timpul t) pot fi calculate din relatiile:
T2 _27r 27 1 (4.24)
v ro o v
C. Miscarea circulara uniform variata. In cazul particular al

rotatiei uniform variate a punctului material

da(t)
Cdt

g = =const,

de unde urmeaza:
da)(t):gdt, Idw(t):gjdt ,

=0+t . (4.25)
In baza formulei (4.6) si a ecuatiei vitezei unghiulare (4.25) se
obtine ecuatia rotatiei uniform variate:

® t
do(t) = odt = (o, + st)dt, Id@zj(@o +et)dt

%o 0
t2

@=, +a)0t+55 . (4.26)

Din relatiile (4.25) si (4.26) rezulta viteza unghiulara medie
® = Ap _opto (4.27)

At 2
si relatia

o® —af =2eAp=2s(p—@,) . (4.28)

Este simplu de observat analogia intre relatiile (4.1)-(4.3)
pentru miscarea rectilinie uniform variata si (4.25)-(4.28) pentru
migcarea de rotatie (circulard) uniform variata a punctului material.
Analogia se refera nu numai la aspectul relatiilor indicate, dar si la
faptul ca formulele (4.27) si (4.28) se deduc la fel ca si relatiile
respective din (4.3).
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§5. Miscari ale solidului rigid

5.1. Miscarea de translatie

Cea mai simpld miscare a rigidului este miscarea de
translatie in care toate punctele materiale ale lui se deplaseaza cu
aceeasi viteza liniara, segmentul ce uneste doua puncte arbitrare
ale rigidului ramanand invariabil si paralel cu el insusi (figl.10).

Miscarea de translatie a rigidului este descrisd complet daca
se cunosc pozitia initiala si dependenta de timp a vectorului de
pozitie T, (t) pentru oricare punct al corpului adica ecuatia miscarii
unui punct arbitrar. Altfel spus, descrierea miscarii de translatie a
corpului rigid se reduce la descrierea miscarii unui singur punct
material, deci la cinematica punctului material.

5.2. Miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe

Miscarea corpului rigid in care toate punctele acestuia se
deplaseaza pe cercuri cu centrele pe 0 dreapta fixa, se numeste
migcare de rotatie in jurul acestei drepte, numitd axa de rotatie
(fig.1.11). Vectorii de pozitie pentru punctele materiale ce
formeaza rigidul se rotesc in acelasi interval de timp cu acelasi
unghi, numit unghi de rotatie al rigidului. Toate punctele materiale
se deplaseaza pe cercurile corespunzatoare de raze R, cu aceleasi

viteza §i acceleratie unghiulard, numite viteza s§i acceleratie
unghiulara de rotatie a rigidului. Vitezele si acceleratiile liniare
Vv, respectiv g, , utilizate pentru punctele materiale ale rigidului

depind de distantele R, de la punctele materiale la axa de rotatie

(egale cu razele cercurilor respective descrise de punctele
materiale):

vV, =oxn (5.1)

vV, =orsinf =oR, , (5.2)
a =Exn +oxv,=4a,+a, , (5.3)
a,=¢ensing =¢R,, (5.4)
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Fig 1.10 Fig 1.11
a,=orsing =R, (5.5)

a =R~ e*+o' . (5.6)
Relatiile (5.1)-(5.6) au fost scrise in baza formulelor (4.19)-(4.21).
Miscarile de translatie si rotatie in jurul axei fixe reprezintd
miscari fundamentale ale corpului rigid deoarece celelalte tipuri de
migcdri, anume miscarile planda, sferica (de rotatie in jurul unui
punct fix) si libera (de rotatie in jurul unei axe libere) se pot reduce
la combinatii ale lor.
Miscarea corpului rigid pentru care toate punctele materiale
ale lui se afla, in orice moment, in plane paralele se numeste
miscare plana. (fig.1.12).
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Astfel de miscare efectueazi un cilindru ce se rostogoleste. In
sistemul de referintd cu originea in centrul O al cilindrului fiecare
punct material are viteza V, = @xT, . In sistemul de referinta legat
cu suprafata orizontala in repaus toate punctele materiale ale
rigidului iau parte concomitent la doud miscari: de translatie a
centrului de masa cu viteza V; si de rotatie cu viteza V, . Viteza
rezultantd a unui punct arbitrar este
Vo +V, =V, +(@xT,).

Viteza momentana a punctului de contact dintre disc si suprafata
(punctul A, fig.1.12) este nula. Dreapta care trece prin acest punct
perpendicular pe planul cilindrului se numeste axd momentana de
rotatie. Aceastd axa se deplaseaza atat fatd de suprafata orizontala
cat si pe suprafata laterald a cilindrului. In concluzie: miscarea
plana in raport cu suprafata fixa este compusa dintr-o miscare de
translatie si o miscare de rotatie.

Aplicatii. Probleme rezolvate

Problema 1
Legea migcarii unui punct este F=th—Ct2T (b,c-
constante pozitive cunoscute). Sa se determine: ) dependenta de
timp a vectorilor v,V ,da, cat si a modulelor lor; b) dependenta
de timp a unghiului dintre & si V.
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Rezolvare

a) Ecuatia traiectoriei y=Yy(X) se obtine excluzand timpul t
din legile miscarii punctului in lungul axelor X si y. Din legea
miscarii urmeaza

X
= bt t=1
X }:> b

y=—Ct2 y:_b%le

b) Pentru determinarea V(t),v,(t),a(t) se folosesc
definitiile (3.4), (3.5), (3.13).

dar d - - ~ -
Vv=—=—I\bti —ct?])=bi —2ctj,
dt dt( J) )

N AT T —T, - —

V =—= =bi —ctj, t, =0; r, =0),
m t t—to .I (0 0 )
d=—=—\bl —2ctj )=—-2¢j .

dt dt( J) J

In conformitate cu (3.10) si (3.14) determiniam dependentele de
timp v(t),v,,(t),a(t).
v:\/vi +Vv? =+/b? +4c*t?

v, =\/v>2(m+v§,m = Jb% +c2t?,

a=.a;+a; =2c.

c) Este evident din figura ca unghiul dintre & si V este,
totodatd, si unghiul dintre vV, si V.

\Y,
go=—"=——.
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Problema 2
Un punct se misca pe cerc cu viteza V=Kt,

k=05 r%z . Sa se determine acceleratia punctului in momentul

T, calculat de la inceputul migcarii, pana in care punctul a
parcurs n=0,1 din lungimea cercului.

Rezolvare
Acceleratia unui punct in miscare circulara neuniforma
este suma acceleratiilor tangentiala si normala (a se vedea (3.23),
(3.24)):
foodt
Pentru a determina a, vom calcula in, prealabil, drumul parcurs

d
2 (kt)=k
- k=K.

pana in momentul t.

ds = vdt = ktdt
T 2

S :jktdt: K.
) 2

Conform conditiei problemei S =n-27-R. Egaland cele doua
expresii pentru S determinam consecutiv 7,V,a,,a.

2 .
n-2z-R=KT_ r=,/4n” R
2 K

v =kt =+v4nkz-R.
2
an :V_:mzzl,nkﬂ-,
R R
a=+laZ+a2 = (4nkz)? + k2 =

=ky(4znY +1=05(0,47) +1(f%2).
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Problema 3
Un baiat arunca o minge sub unghiul de 60° fata de
orizontala. Mingea intra printr-o fereastra deschisa aflata la 10m
deasupra umdarului baiatului, viteza in momentul respectiv fiind
orizontald. Sa se afle: @) viteza mingii in momentul aruncarii; b)
raza de curbura a traiectoriei descrise de minge in momentul in
care aceasta intrd pe fereastra si la un moment de timp t oarecare.

Rezolvare

a) Mingea intra prin fereastra avand viteza orizontala, ceea
ce inseamna ca ea se afla in punctul de indl{ime maxima H=10m.
Legea miscarii si legea vitezei in lungul axei y sunt (4.2), (4.1),
prin urmare

t2
y=v0yt—97, Vv, =V,, —gt.

I . Vox

H Y=om = =

hf-———— .

- g, Vi .

T ~o ,/rf\ﬂ I

Yoy -~ N E3 h
-

! N
‘ g
1

x

Substituim y=H, vy, =0. Obtinem timpul de urcare t,, , Vs Vo

\' \
ty, =%, H = 2‘3 => V,, =+/2gH ,

2gH
Vo = | —2—
0 sin?

Pe intreaga traiectorie viteza orizontala v, =v,, iar

acceleratia momentand a mingii este orientatd vertical in jos si
egala cu ¢. In punctul de Tnédlfime maxima acceleratia si viteza sunt
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: , , v
reciproc perpendiculare. Prin urmare a,, =g = RHX =—= , de

unde
R - Vo,  Vocos®a
= =
g g
Scriem legile vitezei pentru miscarea uniforma in lungul axei X,
uniform variatd n lungul axei y si determinam v intr-un moment
arbitrar t.

V, =V, =V,C0sa, V, =V, —gt=V,sina—gt,
v=JVi+V) = V2 cos? ar+ (v, sina — gt =1JV2 —2v,gtsina + g°t>

Din figura:

Atunci:

3
R_v2 Ve _(v§—2vogtsina+gzt2)A
a, gv,, gV, CoSs @ '

Acest rezultat se obtine usor si din legea conservarii
energiei mecanice.

2 dv
i(m;/ +mth=0, vﬂ:—g%, unde ——=a2a

dt dt dt o
dh _
dt '
Atunci:
VV
va,=—-gv,, a =-¢—,
Vv
V2 v v
a,=a’-a’=,9g°-g°F=g>=g-—=
v v Vv,

Substituind expresiile pentru v, si v, obtinem R.
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Problema 4

Rotorul unei masini electrice are turatia initiala no=1500
rot/min. Dupa intreruperea curentului rotorul mai face N1=500
turatii complete. Considerdand migcarea uniform incetinita se cere:
a) timpul in care se opreste rotorul; b) acceleratia unghiulara a
rotorului; c) viteza unghiulara o dupa ce rotorul a efectuat N =
100 rotatii complete.

Rezolvare

a), b) Timpul pana la oprire si acceleratia unghiulara

rezulta din legea vitezei unghiulare (4.25) si relatia (4.28)

w, = ¢t
w; =2ap

cu respectarea conditiilor e<0, =0, ¢ =0, @ =27 N,

27N, zn, (rotj

a) p— —_
“ 60 " 30 (s
Rezolvand sistemul de ecuatii, obtinem
t= 47 N, =120 N, —=40s,
@y N,
2 2
fo_ @0 __7Ng  _ggp MOL
47 N, 3600 N, S

¢) Viteza unghiulara @' se calculeazi din relatia (4.28),
substituind @' =27 N>, expresiile pentru & si @,

2
1

4z N,
N, N rot
= 1-—2=140—.
30 N, S
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Problema 5
Un rigid incepe a se roti in raport cu o axa fixa cu
acceleratia unghiulara e=eoC0Sp, unde ey este o constantd
pozitiva, iar ¢ este unghiul de rotatie, determinat fata de pozitia
initiala a rigidului. Care este dependenta vitezei unghiulare a
rigidului de unghiul de rotatie » = w(p) —?

Rezolvare
Modificam partea stanga a expresiei £=&o cosg
do do dp do
E=—=—-+—=—--Q
dt de dt de
Obtinem egalitatea

w do
do £, COSQ,
in care separam variabilele,
o dw= g cosp dp.
Ultima egalitate se integreaza respectand conditia problemei:
to=0; wo=0,; ¢o=0;

deco = jEOCOSng(p,
0 0

2
w

0 =g0sing, ®=./2g,5INQ .

Problema 6
O sfera de raza R=10.0cm se rostogoleste fara alunecare
pe o suprafata orizontald, astfel ca centrul sau se deplaseaza cu

acceleratia constantd a = 2150%2 . Pozitia sferei peste t=2s de la

inceputul miscarii este aratata pe figura. Sa se afle in acest
moment :

a) vitezele punctelor A,B,O; b) acceleratia acestor
puncte.

31



Rezolvare
a) in sistemul de coordonate de pe figura centrul de masa
c al sferei se deplaseaza uniform accelerat cu viteza
V.=V, +at=at .
(t0 =0; v, :0).
Toate celelalte puncte ale sferei efectueaza concomitent doua
miscari: de translatie in lungul axei o'x cu viteza V. si de rotatie

fata de centrul ¢ cu viteza \7f . Deoarece lipseste alunecarea,
punctul o nu se deplaseaza fata de axa indicata, prin urmare
V, =V, +V, =0

V, =-V, =-4a.t,;

T

v‘l'

- ‘\70‘ :
Expresiile vitezelor punctelor A si B se obtin pe baza regulii

compunerii vitezelor (a se vedea figura) si a rezultatelor de mai
Sus.

g4
@ A & &
a, ' \
P & o a .:'! Z AR
| AT
& ' .
: 1‘1 Z o 3

R LGt L

_ _ —_n1m
vA_vc+vT_2aCt_O,1A,

Vg =+/V: + V2 =actﬁ=o,o7f%.

b) Acceleratia fiecarui punct al sferei, cu exceptia centrului C,
se compune din acceleratia misCarii de translatie, egald cu
acceleratia centrului a,, si acceleratia miscdrii de rotatie

arot =§T +§n AStf9|, a:ae +§r +§'n
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Trasand pe figurda vectorii componenti ai acceleratiei pentru
punctele A, B si O, obtinem urmatoarele relatii pentru acceleratiile
rezultante ale punctelor respective

2 2 2,2 dv
aA:\/(ac+ar) +a§’an=£=a<:t ’a‘r= T=aC'
R dt
Atunci
2,22
a,=2a [1+| 2| —559.102 ryz
2R S
- 242
ag = (ac_an) +a, = a. — : af:
2
a t? _
, =a.[|1-2—| +1=25-10 2"/2,
R
2;2
act
8, =y(a,-a,) +a; =a, =—--=2510" A
Intrebari de verificare
[ \
1. Caredin formulele v = ﬂ’ V= m, a= M, a= % defineste modulul:
dt dt dt
a) vitezei momentane; b) acceleratiei momentane?. Sa se argumenteze
raspunsul.

2. Sise defineasca vectorii acceleratie tangentiald @, si acceleratie normala
d,,, sd se explice formulele de calcul ale modulelor acestor vectori. S se

traseze vectorii V, @ , a, , d, pentru miscarea incetinita a punctului
material pe o curba.

3. Pentru un punct material in migcare circulard uniform acceleratd se cunosc,
la momentul de timp t, valorile vitezei, acceleratiei normale, acceleratiei
tangentiale. S& se determine, pentru acelasi moment de timp, unghiul de
rotatie 0, viteza unghiulard @, acceleratia unghiulara & .

4. Sai se defineasca vectorii (0, @, € si sd se prezinte ilustrarea lor grafici

pentru miscarea circulara incetinitd a unui punct material.

5. Cum se defineste migcarea rigidului, numitd: a) de translatie; b) de rotatie
in jurul axei fixe?
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I1. Dinamica clasica a sistemelor de puncte
materiale

in cadrul dinamicii-compartimentul  fundamental al
mecanicii-se studiaza cauzele care determina si cele care modifica
starea de repaus sau de miscare a corpurilor.

Date experimentale conduc la urmatoarele concluzii:

1) In anumite conditii, un corp aflat sub actiunea altor
corpuri 1si modifica viteza, adica 1i este imprimata acceleratie.

2) In anumite conditii, un corp aflat sub actiunea altor
corpuri se deformeaza, modificandu-si forma si dimensiunile.

Descrierea cantitativa a acestor procese se efectueaza prin
introducerea notiunii de forta: orice actiune asupra unui corp, care-
1 imprimad acestuia acceleratie sau 1l deformeaza reprezinta o forta
— marime fizica vectoriald — masurd a actiunii.

Dinamica clasica se bazeaza pe cateva principii cu un
caracter general, aplicabile tuturor sistemelor care satisfac
ipotezele mecanicii clasice: principiul inertiei, principiul
fundamental al dinamicii, principiul  actiunii §i reactiunii,
principiul independentei actiunii fortelor, formulate de catre
Newton, cat si principiul relativitatii, formulat de catre Galilei.
Numeroase experimente fizice si observatii le confirma justetea
indiferent de natura fortelor de interactiune dintre corpuri.

Aparitia in secolul XX a mecanicii relativiste si mecanicii
cuantice a evidentiat limitele valabilitatii mecanice clasice numai
pentru macrocorpuri in migcare cu viteze mici in comparatie cu
viteza luminii 1n vid.

§ 6. Principiile mecanicii clasice (recapitulare)

In acest paragraf vor fi expuse succint principiile mecanicii
clasice, cu exceptia principiului relativitatii, inclus in capitolul trei.
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6.1. Principiul inertiei
Principiul inertiei, determinat experimental de catre Galilei
si formulat ca prima lege a mecanicii de catre Newton, se enunta
astfel: un corp material isi pastreaza starea de repaus ori de
migcare rectilinie si uniforma atat timp cat asupra lui nu se exercita
actiuni exterioare . Proprietatea corpului de a-si mentine starea de
repaus sau de miscare rectilinie uniforma se numeste inerfie.

O problema esentiald, legatd de principiul intai, este cea a
sistemului de referintd fatd de care se determina repausul sau
migcarea corpului. Pornind de la conceptia despre spatiu absolut,
Newton a admis existenta unui sistem de referinta imobil, absolut.
Un astfel de sistem de referintd nu exista in natura, insa exista
sisteme de referintd in raport cu care principiul inertiei se
indeplineste, numite sisteme de referinta inertiale. Este simplu de
ajuns la concluzia cd toate sistemele de referinta inertiale se misca
unele fatd de altele rectiliniu si uniform.

Experimental s-a demonstrat ca sistemul de referinta legat de
Pamant nu este riguros inertial (desi, cu aproximatie, este frecvent
utilizat ca inertial ). Cauza constd in aparitia unor acceleratii mici
ale corpurilor care nu sunt rezultatul actiunii altor corpuri, dar o
urmare a proprietatilor sistemului de referinta, anume a acceleratiei
Pamantului. Din cauza rotatiei diurne fiecare punct de pe suprafata
acestuia are o acceleratie de aproximativ 0,03m/s?, iar datoriti
rotatiei in jurul Soarelui — o acceleratie de ordinul 0,06 m/s%
Riguros inertial este sistemul de referintd ce nu poseda acceleratie,
fatd de care acceleratia unui corp este conditionatd exclusiv de
interactiunile dintre corpul respectiv si alte corpuri. Se considera
riguros inertial sistemul de referintd cu originea in Soare si cu
axele de coordonate orientate spre trei anumite stele fixe.

6.2. Principiul fundamental al dinamicii. Principiul
independentei actiunii fortelor

Principiul fundamental al dinamicii (cunoscut si sub
denumirea de legea a doua a lui Newton, principiul actiunii fortei)
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a fost enuntat de catre Newton astfel: ,,Variatia miscarii este
proportionald cu forta aplicatd si dirijatd dupa linia dreaptd in
lungul careia este imprimata forta”. ,,Variatia migcarii” este numita
in prezent variatia impulsului in unitatea de timp. In actuala
terminologie fizicd principiul respectiv, generalizat pentru un
punct material supus actiunii mai multor forte, se enunta: derivata

impulsului P=mV unui punct material in raport cu timpul

reprezintd rezultanta F a fortelor care actioneaza asupra punctului
material din partea altor corpuri,
P _d mo)=F . 6.1)
dt dt
Generalizarea mentionatd se bazeaza pe principiul independentei
actiunii fortelor: daca asupra unui corp actioneaza simultan mai
multe forte, atunci fiecare dintre ele produce un efect care este
independent de actiunea celorlalte forte

- & - dP
F=YF =—
;- dt

Masa m a punctului material este 0 constanta in mecanica clasica,
deci legea (6.1) se poate scrie:

m%:ﬁ, (6.2)
ma=F , (6.2
sau
2
ﬂ: dVX:FX
dt dt
d?y dVy
=m—==F . 6.3
dt dt Y (6.3)
2
md Z:dez _E
dt dt
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Masa punctului material din ecuatiile (6.2) si (6.3) este 0 masurd a

e 1) . e .

inertiei lui (a ~ —j si se numeste masa inerta. Masa unui punct
m

material sau, In general, a corpului mai are o functie esentiala: de a
caracteriza proprietafile corpului in interactiunile gravitationale.
Determindrile experimentale conduc la concluzia cd pana la o
eroare relativa de ordinul 107? masa inertd si cea gravitationald
sunt egale.

Conform principiului fundamental, numai interactiunile cu
alte corpuri determind acceleratia punctului material sau a corpului
considerat. Prin urmare principiile 1 si 2 se realizeaza numai in
sisteme de referin{d inertiale.

Daca se cunosc conditiile ce determina starea initiala a
punctului material si proiectiile fortelor pe axele de coordonate in
functie de timp, prin integrarea ecuatiilor (6.3) se determind
proiectiile vitezei si coordonatele punctului material in orice
moment de timp.

Se mai poate scrie:

dP, = F,dt
dP=Fdt , dP,=Fudty, (6.4)
dP, = F,dt

adica variatia impulsului punctului material este egala cu impulsul
fortei rezultante ce actioneaza asupra lui. Mentionam ca expresia
(6.1) reprezinta si teorema variatiei impulsului punctului material.

Dacd F =0 atunci din ecuatia (6.1) urmeaza

- -

P(t)=P(t,)=const , (6.5)
ceea ce constituie legea de conservare a impulsului punctului
material: daca forta rezultantd ce actioneaza asupra punctului
material este nuld, impulsul acestuia rdmane constant in modul,
directie si sens.
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6.3 Principiul actiunii si reactiunii

Principiu/ actiunii si reactiunii, cunoscut si sub denumirea
de legea a treia a lui Newton, afirma: daca corpul unu actioneaza

asupra corpului doi cu forta F, atunci corpul doi actioneaza

asupra primului cu forta F,,, egald in modul si cu sens contrar.
21

Fo=-F,. (6.5)
Evident, ambele forte sunt situate pe aceeasi dreaptd suport. in
formularea lui Newton una din fortele (indiferent care ) este
numitd acfiune, cealaltd — reactiune si se postuleaza ca actiunile
dintre corpuri sunt reciproce, concomitente, egale in modul si cu
sens contrar, au aceeasi naturd si puncte de aplicatie diferite.

Rezultanta fortelor F,s1 F,; este egald cu zero numai In cazurile

cand corpurile considerate fac parte dintr-un sistem, actiunea si
reactiunea fiind forte interne.

Sintetizand toate cele enuntate si expuse in acest paragraf se
ajunge la concluzia cd starea initiald a punctului material si
principiile puse la baza dinamicii asigurda determinarea stricta,
univocad a miscarii lui. Aceastda concluzie constituie esenta
determinismului mecanicii clasice.

*Lucrul si energia mecanici

§ 7. Lucrul mecanic. Puterea. Forte conservative
si neconservative

7.1. Lucrul mecanic. Puterea

Daca rezultatul actiunii fortei asupra unui corp este
deplasarea lui, atunci aceasta actiune se caracterizeaza prin
marimea fizicd, numitd /ucru mecanic al fortei. Marimea fizica
egala cu produsul scalar

A= Fdr = F vdt = Fldr|cosa = F,ds; Za=£(F,dr) , (7.1)
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reprezintd lucrul mecanic elementar, efectuat de forta F la
deplasarea dr a punctului siu de aplicatie pe o traiectorie arbitrard
(fig.2.1). In baza egalitatii (1.10) lucrul elementar se mai poate
scrie

oA=Fdx+Fdy+Fdz. (7.2)

in general, forta F si proiectiile ei pe axele de coordonate
depind atat de coordonatele X, Y, z adica de vectorul de pozitie
al punctului sau de aplicatie, cat si de viteza lui, de timp, adica
sunt functii de mai multe variabile. Aceasta inseamna ca lucrul
elementar definit de expresiile (7.1) nu este o diferentiala totala a
unei functii f de coordonatele x, y, z ale punctului de aplicatie a

fortei, care s-ar nota df (x,y,z). Anume din aceste considerente
lucrul elementar a fost notat OA, ceea ce inseamna ca
F|df| cosa = Fds este doar o expresie diferentiald, valoarea careia

depinde de traiectoria pe care se deplaseaza punctul de aplicatie a
fortei.

Din expresia (7.1) rezultd: S6A >0 deci forta efectucaza

lucru motor daca O<a <7 o 0A <0, adica forta efectueaza lucru
rezistent daca % < a<r ; forta perpendiculard pe deplasare nu

efectueaza lucru mecanic, 0A=0, daca o = % .
Daca corpul este deplasat din pozitia 1 in pozitia 2 (fig 2.1)
atunci lucrul mecanic efectuat se calculeaza A, = ZéAi , Sau prin
1

integrala curbilinie

r2 52
A, = [Fdr= [Fds. (7.3)

il 5
Pentru calcularea acestei integrale definite este necesar sa
cunoastem dependenta F, de coordonata curbilinie s. Fie graficul
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acestei dependente reprezentat pe figura (2.2). Lucrul elementar
SA se mdsoard cu aria dreptunghiului de latime ds si Tnaltime F;.

Lucrul A;,, efectuat pe intreaga portiune de traiectorie 1-2 se
masoara cu aria suprafetei hasurate.

z

Fig. 2.1 Fig. 2.2

Formula (7.3) reprezinta expresia cea mai generala a lucrului
mecanic, valoarea caruia depinde, in general, de traiectoria
punctului material.

Puterea medie reprezinta lucrul mecanic efectuat intr-0
unitate de timp

AA
=— 7.4
" (7.4)
Puterea momentana
F|dr|cos -
N <lim AAL) A Fldrlcosa Rds o go o g

A0 At dt dt dt

este egald cu derivata de ordinul intdi in raport cu timpul de la
lucrul mecanic, sau cu produsul scalar dintre vectorul forta si
viteza punctului ei de aplicatie la momentul respectiv de timp. Din
relatiile ce definesc lucrul mecanic s§i puterea se vede clar
dependenta lor de sistemul de referinta ales.
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7.2. Forte conservative si neconservative
Sa calculam lucrul mecanic efectuat de cateva tipuri de forte.
Din rationamente ulterioare vom nota prin dA lucrul elementar al

fortelor elastica, centrala si gravitationald omogena.

Exemplul I. Lucrul mecanic al fortei elastice F =—kx (k —
constanta elasticd a corpului deformat, X—deformarea absoluta,
consideratd pozitiva) efectuat la deformarea corpului in limitele de
la x, la x,

K

=—k|xdx=—"2-—2<0, 7.6

Aok k=" (7.6)

este negativ, forta elastica fiind orientatd opus deformatiei. La

disparitia fortei deformatoare forta elastica efectueaza un lucru
pozitiv de micsorare a deformatiei:

Xy 2 2
Ale—ijdx:k—Xz—k—Xl>O.
5 2 2
Evident, A, =-A,,.

Exemplul 1. Lucrul mecanic al fortelor centrale.

Fortele care actioneazd asupra punctului material se numesc
forte centrale daca: depind numai de distanta dintre punctul
material considerat si un punct fix, numit centrul campului de
forte; In orice punct din spatiu sunt orientate spre (sau de la)
centru. In centru, de reguld, se plaseazi originea sistemului de
coordonate (astfel se va proceda si in prezenta lucrare). Forta
centrald se scrie:

E=F.(r)

r : (7.7)
r

unde T este vector de pozitie al punctului material, trasat din

centrul campului de forte; Fr(r) este proiectia fortei F pe T.
Daci F.(r)>0 atunci forfa este de respingere, daci F.(r)<0
atunci forta este de atractie.
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Fortele gravitationale si coulombiand sunt centrale si depind
de r conform relatiei:

F- (7.8)

ﬁml QJ

unde

%9

dre

a=-imm,, (7.9)

pentru  fora  gravitationalda  respectiv  pentru  forfa
coulombiala. Lucrul elementar al fortelor centrale coulombiene

sau gravitationale (7.8) este:

2 rdr=Zdr | (7.10)
r I‘

(d =§d( )_%d(rz)zrdrj,

iar lucrul mecanic integral se calculeaza din relatia:

dA = FdF =

dr o «
n 1 2

Exemplu Ill. Lucrul mecanic al fortei gravitationale
omogene.

N

Forta de greutate omogena G =mg = —mglz efectueaza
lucrul elementar:
dA=Gdf =-mgdz . (7.12)
La deplasarea punctului material in lungul axei Oz intre pozitiile
2, si z,lucrul fortei G se calculeazi astfel:

A,= —mgsz =mg(z, - 2,) . (7.13)

Analizand rezultatele (7.6), (7.11), (7.13), obtinute in aceste
trei exemple, se constatd ca in natura exista forte pentru care: 1)
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lucrul mecanic nu depinde de forma traiectoriei punctului material
intre pozitiile arbitrare 1si 2, dar numai de aceste pozitii (fig 2.3):

2

a Apy = Aay - (7.14)

2) la schimbarea sensului
miscdrii  punctului material se
] _ schimba semnul lucrului fortei:

Fig 2.3 — A, =A Atunci pe
traiectoria inchisa arbitrara 1a2bl a punctului de aplicare
a fortei lucrul acestei forte este egal cu zero:

Azt = Aaz + At = Ao = Ay =0 . (7.15)
Relatiile (7.14), (7.15) se realizeazd pentru fortele care
depind numai de pozifia reciproca a corpurilor (partilor unui corp),

adica F = IE(F); Lucrul mecanic elementar al acestor forte (7.10),
(7.12) reprezinta o diferentiali totald a unei functii f(F). Astfel de
forte sunt numite conservative, iar campul lor se numeste cdmp
potential.
In analiza vectoriald se introduce notiunea de circulatic C a
unui vector @ pe un contur inchis (L) definita astfel:
C =fédr=f(axdx+aydy+azdz). (7.16)
L L
Semnificatia fizica a circulatiei este usor de recunoscut. Daca

vectorul @ este o forta F, atunci circulatia C este lucrul mecanic
al ei pe un contur inchis L.

In baza egalititii (7.15) circulatia unei forte conservative pe
un contur arbitrar inchis este egalad cu zero:

{lfdf =0. (7.17)
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Exemplul IV. Lucrul mecanic al fortei de frecare.
Forta de frecare de alunecare este F, = uF , unde 4 este

coeficientul de frecare, iar F, este rezultanta fortelor de apasare pe

directia perpendicularad la suprafata de contact intre corpuri. La
deplasarea punctului material de masa m din pozitia 1 in pozitia 2
pe un cerc de raza r (fig 2.4) lucrul mecanic al fortei de frecare
este:

r r

2

2
T
A,= !.'Ffdscowz:—Ff jds:—ymgr?

deoarece F, = umg = const.

Pe drumul 2-0-1 forta de frecare efectueaza lucrul:

G= mg

Fig. 2.4

Poor = Ao + Ayy = —pMQr — uMgr = —2,mgr, Ay # Ay,
Lucrul fortei de frecare este negativ in lungul oricarei traiectorii i
pe orice traiectorie Inchisa este diferit de zero:

Ay + R 0.

In concluzie: in natura exista forte, lucrul carora depinde de forma
traiectoriei punctului sau de aplicatie. Astfel de forfe sunt numite
neconservative. Din categoria fortelor neconservative fac parte
toate fortele care nu respecta conditia (7.17), lucrul mecanic al
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carora depinde de traiectoria punctului material asupra caruia
actioneaza. Un exemplu de forte neconservative reprezinta fortele
care depind de vitezele punctelor materiale asupra carora
actioneaza si efectueaza un lucru sumar negativ la orice deplasare
a lor. Astfel de forfe se numesc disipative (forta de frecare la
alunecare, fortele de rezistentd la miscarea corpurilor in medii
gazoase si lichide). Exista forte care depind de vitezele punctelor
materiale asupra carora actioneaza, dar fiind orientate
perpendicular pe aceste viteze lucrul lor este egal cu zero. Astfel
de forte, considerate neconservative, se numesc forfe giroscopice
(forta Lorentz cu care cdmpul magnetic actioneaza asupra sarcinii
electrice in miscare in acest camp).

§ 8. Energia mecanica

Energia mecanica a unui punct material este egald cu suma
energiilor sale cinetica si potentiala.

8.1. Energia cinetica a punctului material

Se considera deplasarea dr =vdt (Vv-—viteza punctului
material in intervalul de timp (t,t + dt)), a unui punct material de

masa M, asupra cdruia actioneaza forta rezultanta F ce efectucazi
lucrul elementar

SA=Fdr . (8.1)

Substituind expresia (6.1) in (8.1) obtinem:
sa=3 (mowdt - df ™ (8.2)

dt 2 ) '
(Vd\? _Lawv)- %d(vz)j
Marimea scalara
2

W, = m;’ , 8.3)



se numeste energie cinetica a punctului material. Egalitatea (8.2)
devine:

oA=dW._. (8.4)
Egalitatea (8.4) reprezinta forma diferentiala a teoremei variatiei
energiei cinetice, formulata astfel: lucrul mecanic elementar al
fortei rezultante care actioneaza asupra punctului material este egal
cu variatia energiei cinetice a acestui punct. Prin integrarea
egalitatii (8.4), considerandu-se doua pozitii arbitrare ale punctului
material in momentele t; si t2 cu vitezele respective v, si v,, se
ajunge la forma integrald a teoremei susnumite:

2 2 2 2
_ myv __mvz_mvl _
Az—!d( 5 j__ > > = AW.. (8.5)

Conform egalitatii (8.5) energia cinetica reprezinta o functie
de stare, variatia AW, a careia depinde numai de stérile initiald si

finala, exprimate prin vitezele v, respectiv v, .

8.2.Energia potentiald a punctului material
Conform relatiilor (7.14) — (7.17) lucrul mecanic al fortei
conservative F =F(F) este independent de forma traiectoriei

punctului sdu de aplicatie. Prin urmare, lucrul lf(f)df reprezintd
o diferentiald totali dA a wunei functii scalare de stare
Wp =Wp (X, Y, Z), in sensul ca lucrul mecanic elementar este egal
cu diferenta dintre valorile acestei functii in starea initiala (F) si
cea finala r+dr a punctului material. Aceasta functie de stare

este numita energie potentiala.
dA = Fdr =—dW, (x,Y,2). (8.6)

Egalitatea (8.6) si formularea de mai sus reprezinta teorema
variatiei energiei potentiale in forma diferentiald. Integrand
egalitatea (8.6) in limitele arbitrare ry, r2 se obtine:
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jlf F=—[dW,, A, =W,-W,, =-AW,. (8.7)
Relatia (8.7) este forma integrala a teoremei susnumite. Utilizand
formula (7.17), rezulta

gSolWp =0, (8.8)

Mentionam ca egalitatile (8.6), (8.7) sunt juste cu conditia ca
forta conservativd F este stationara (invariabila in timp). Din
aceste formule este evident ca, masurand lucrul fortei potentiale
aplicate punctului material, se poate determina doar diferenta
valorilor energiei potentiale a sistemului, format din punctul
material considerat si corpul care exercita forfa conservativa. Deci
aceasta energie este determinatd numai pana la o constanta aditiva
arbitrard. Pentru a obtine o dependentd univocd a energiei
potentiale a sistemului de starea lui este necesar sd se aleagd in
fiecare problema concreta starea initiald in care energia potentiald
este considerata nuld. Se fixeaza valoarea nula a functiei W, intr-0
anumitd pozitie a punctului de aplicare a fortei conservative, de
exemplu in pozitia 1, careia i1 corespunde vectorul de pozitie
I, =00, adica W, (0)=0. Atunci se poate defini energia potentiald
a sistemului ajuns intr-o pozitie (sau configuratie) 2, cu vectorul de
pozitie I', prin expresia:

W, () =W, - A, =-A,, (8.9)

Ssau ‘
—j Ide:Tlf dr. (8.10)

In aceste conditii concrete ale starii 1n1‘;1ale energia potentiald a
sistemului 1n starea determinati de vectorul de pozitie T’ este egala
cu lucrul mecanic al fortei conservative

1) luat cu semnul opus, pentru deplasarea punctului de
aplicatie a fortei de la infinit pana In punctul considerat (egalitatea
intai din formula (8.10)).
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2) pentru deplasarea punctului de aplicatie a fortei din starea
considerata pana la infinit (egalitatea a doua din (8.10)).

Deoarece dW, (X, y,2)este o diferentiala totald urmeaza:

oW oW oW
dW,(x,y, z)=—"dx+—Ldy +—"dz.
X oy oz
Substituind aceasta egalitate si (7.2) in relatia (8.6) rezulta
oW oW oW
Fdx+Fdy+Fdz=- —Fdx+—Edy+—F"dz |, (8.11)
OX oy oz
sau:
oW ow oW
Fo=—F7" F,=-—% F=——"=x. (8.12)
OX oy 0z
In rezultat, pentru forta conservativi se poate scrie:
_ oW, . oW, . ow, -
F(x,y,2)=- —207 +—2]+—2k |. (8.13)
OX oy oz

Din analiza vectoriald se cunoaste ca prin aplicarea
vectorului V, numit operatorul nabla,
veli @ j+ 9K ,
ox oy oz
asupra unei functiei scalare f(X, Y, Z) se obtine un vector, denumit
gradientul (grad) functiei scalare f

grad f =Vf 12, Tiﬂzq

ox "oy oz
Proiectiile vectorului gradf pe axele sistemului cartezian de
coordonate sunt
V. f :@; Vyf :ﬂ;vzf :ﬁ.
OX oy 0z
Se mai deduce ca vectorul Vf este perpendicular pe suprafata

f (X, Y, Z)=const. Comparand aceste relatii cu (8.13) se obtine:
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F(xy,z)=—gradW , F(xy,z)=-VW,. (8.14)

Astfel, forta conservativa care actioneaza asupra punctului
material, aflat intr-un camp de forte, este egald cu gradientul, luat
cu semnul opus, al energiei potentiale a acestui punct material in
campul potential considerat. In baza relatiilor (8.11)-(8.14) se
afirma ca forta conservativd deriva dintr-o energie potentiala.

Relatiile (8.11)-(8.14) permit calculul; fortei conservative F daca
se cunoaste functia Wp(x, Y, Z); energiei potentiale Wp daca se

cunoaste functia IE(X, Y, Z).

8.3. Exemple de calcul al energiei potentiale
Energia potentiald a unui sistem poate fi determinata:

1) din relatiile (8.11)-(8.14), daca se cunoaste forta potentiala

F(r),

2) din egalitatea (8.9),daca se cunoaste lucrul fortei potentiale.
Exemplul 1. Energia potentiald a corpului, elastic deformat

in sensul pozitiv al axei OX, adicd supus actiunii fortei elastice
F=-kx.

Din prima relatie (8.12) rezultd diferentiala totald a energiei

potentiale
dw, =—Fdx
In conditiile initiale ale corpului nedeformat ce nu poseda energie
potentiala, X, =0, Wpo =0, prin integrarea ultimei relatii se
obtine
X kx? kx>

W, —W, = AW, = [ (—kx)dx = W,=—-. (819

0

p

relatia (8.9) 1n care se substituie (7.6).
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Exemplul Il. Energia potentiald a punctului material intr-un
camp de forte centrale, orientate radial de la sau spre centrul
campului care este si originea axei de coordonate, numita .

Scriem relatia (8.12) pentru axa r:

oW, aw,
F=- =— , deunde dW, =-Fdr.
or dr
Rezultatul integrarii in limite arbitrare este:
7 ta a «
W, =W, = AW, =—[ Fdr =—[ Zdr=—=-=,
d A r, o,

fiind folosita expresia pentru proiectia fortei centrale (7.8) pe axa
r. In conditiile initiale L =o,W, =0, se obtine:

w =% sau w =2%. (8.16)
r

Acelasi rezultat in aceleasi conditii initiale se obtine, substituind
relatia (7.11) in (8.9). inlocuind in formula (8.17) valorile lui «
din expresiile (7.9) se obtine energia potentiala a punctului
material:

W, (r)=—y ml:nz in campul gravitational,  (8.17)

W ( ) qlqz , (6= in campul electrostatic (8.18)
] . :

Exemplul I11. Energia potentiald a punctului material in

camp gravitational omogen.
Forta gravitationald omogend este F, =—mg. Din relatia
(8.12) rezulta:
dW, =—F,dz = mgdz
Rezultatul integrarii acestei expresii este:
AW, =W, -W, = J.mgdz =mg(z, - z,)

4
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Consideram conditiile initiale: z, =0 WIO1 =0. Atunci:

W, =W, +mgz, =mgz,, W, =mgz. (8.19)

Este evident ca relatia (8.19) se poate obtine si prin substitutia
formulei (7.13) in (8.9).

Aplicatii. Probleme rezolvate.

Problema 1

Pe o suprafata neteda orizontala se afla in repaus o
scandura de masa mi, pe care se aseaza un corp de masa m,.
Asupra corpului incepe sa actioneze o forta orizontala, variabila
in timp F=Kkt, unde Kk este o constantd. Sa se determine
dependentele de timp ale acceleratiilor scandurii si corpului.
Coeficientul de frecare dintre scandura §i corp este u .

Rezolvare.
a) Consideram intervalul de timp de la inceputul actiunii
fortei F pana la momentul t;, in care incepe alunecarea corpului

m, pe suprafata scandurii. Pand la inceputul alunecdrii sistemul se

migcd ca intreg cu acceleratia ce rezultd din legea fundamentald a
dinamicii
= - F kt
F=(m+m,)a, a= = :
m+m, m+m,

In momentul t, forta Fy=Kt, si acceleratia ce ii corespunde

ag = Ko devin suficient de mari, astfel ca
m, +m,
mya, = Fy —Fy,
unde forta de frecare F; = gm,g. Obtinem,
kt,
m, ——=kt, — um.qQ,
2 m, +m, 0 — MM, g
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_ #myg(m; +my)
kmy
b) Incepand cu momentul t, corpul mz aluneca pe suprafata
scandurii sub actiunea fortelor F =kt si F; = um,g. Prin urmare,

ty

kt
M,a, =kt=um,g, 3, =_~- /9.

2

Asupra scandurii actioneaza forta I?f'= —E{ , orientata deci ca si
F =kt.
m,g
ma, = xm,dg, alzlu 2=
ml
Problema 2

Un corp de masa m, legat de un fir, este tras cu viteza
constanta in sus pe un plan inclinat cu unghiul a fata de
orizontala. Coeficientul de frecare dintre corp §i plan este .
Pentru ce valoare a unghiului dintre fir si planul inclinat forta de
tensiune din fir este minimala? Sa se determine valoarea acestei

fortei.
Rezolvare
Sub actiunea fortelor indicate pe figura

corpul se deplaseaza rectiliniu uniform. Legea
fundamentald a dinamicii se scrie in proiectii

______________ > pe axele indicate:
Tx _Gx o Ff =0,
N+T, -G, =0,

unde T, =T cos B, G, =Gsina, T, =Tsin 8, G, =Gcosa.
Din egalitatea a doua se determina F; ,
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N=G,-T,, N=Gcosa-Tsinpg,
Fi = uN = u(Gcosa —T sin ).

Substituind aceasta expresie in prima egalitate obtinem
Tcos f—-Gsina = u(Gecosa —T sin B),

_ G(sina + ucosa)

cos B+ usin B
Am obtinut T =T (). Valoarea unghiului 8, pentru care forta T

este minima, se determind din conditia g—; =0. Pentru simplitate

vom nota
G(sina+ ucosa) =Kk,
dT _ K(=sin B+ pucosB) _
dg (cos B + usin B)?
—sin B+ ucos f=0,t196 = u.
Modificam numitorul egalitatii pentru forfa de tensiune substituind
rezultatul de mai sus si folosind formulele trigonometrice

sin® f+cos” f=1, cosf= !

Jl+tg?8
= J1+1tg28 =1+ 12,

sin ﬁ 1
cos cosﬁ

Forta minima de tensiune este
T mg(sina + ycosa)

V14

Problema 3
O particuld de masa m incepe a se misca sub actiunea fortei

COS B+ usin f=cos ff+——

F=F,cosat, unde F, si @ sunt constante. Sa se determine:
a) Timpul de miscare pana la prima oprire;

b) Distanta parcursa de particuld in acest timp;

C) Viteza maxima a particulei pe aceasta distanta.
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Rezolvare.
a) Din principul fundamental al dinamicii F, cosat = ma,

_ Fycosat
R

dv . o . .
Deoarece a= pre in rezultatul integrarii obtinem timpul de
migcare pana la prima oprire.

t \'
F, cos wt dt = madv, IFO coswtdtz_[mdv,

F, sin ot F .
——=my, vV =—"-sin at.
@ M
Am obtinut dependenta de timp a vitezei particulei. In momentul
opririi v=0, sinot =0.Prin urmare,
Vs

ot=m, t=—.
w

b) In dependenta de timp a vitezei substituim V=?j—? si

integram egalitatea obtinuta.

F, . : F,
ds = —Csinwtdt, = |ds = —2 |sin wtdt,=
Mao

ma :

O'—;El ]

F -coswt = F 2F,
5 |0 > (1- cosw—) =
w Mo w Mo

S= sinwtd(wt) =

o—3q |y

ma)

C) Viteza maximd pe aceasta distantd se obtine din

dependenta vitezei de timp cu conditia ca Sinwt =1:
FO
v=v_ =—02,
™ me
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Problema 4
Un glonte, strabatind grosimea h a unei scanduri, Isi
micsoreaza viteza de la vy la V. Sa se afle timpul de miscare a

glontelui  prin scdandurda, considerand forta de rezistentd
proportionala patratului vitezei glontelui.

Rezolvare
Legea fundamentalda a dinamicii, ce descrie miscarea
rectilinie Incetinitd a glontelui prin scandura sub actiunea fortei de

rezistentd F. = —kv?, se scrie

—kv? =ma,
—kv? = mﬂ, d—\2/= —ﬁdt.
dt Y m
Se integreaza ultima egalitate in limitele v, ,V, respectiv 0,t

v t
jd—\z’=—£jdt, —1+i=—5t,
wV my VAR'A m
t_m.VO‘V
kK vy

In expresia obtinutd pentru timpul tde miscare a glontelui prin

~ . m - . .
scandura este necunoscut factorul ? Il vom determina folosind

distanta parcursd h si dependenta de timp a vitezei glontelui,
dependentd ce rezultd din penultima egalitate.

_1

k 1

7t + —

m v,

V=

Totodata, V= Z—? Prin urmare,
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dC e+ 1ty

T S
dt —t+ — k —t+
m Vo m v,
Atunci cand distanta S variaza de la zero pana la h, marimea
(£t+i) variaza de la L la £t+i.
m VO Vo m VO
h %”% d(kt +i)
Ids = km ;-/0 dt, ,
0 k 1 —t+—
VO m VO
£t+i k 1
APLLOY™ BT LN L |
k 1 k m v,
Vo

In egalitatea obtinuta se substituie expresia obtinutd pentru timpul
de miscare t.

h=m|nvo|:£(m,v—voj+i:|=%nV_()’ m= h

e
K m{k vy Vo v k Vo
v
In rezultat, timpul de miscare al glontelui prin scandura devine:
v
v, In-2
v
Problema 5

O particula se misca in planul xy pe o traiectorie arbitrara
din punctul 1 cu vectorul de pozitie 1, =i+ 2j(m) pdnd in punctul

2 cu vectorul de pozitie E =2i —Bi(m). In timpul acestei miscari

56



asupra particulei actioneaza mai multe forte, una din ele fiind
F=3i+ 4](N). Sa se calculeze lucrul fortei F.

Rezolvare
Forta F este constantd in timp, de aceea lucrul ei este dat de
produsul scalar dintre F si deplasarca Ar, in care se substituie
vectorii I_f, E, E . Produsul scalar se calculeaza conform (1.10)
A,=F-Ar=F(r—r)=Gi+4))[2i-3])-(i +2])]=
=(3i+4))(i =5j)=3-20=-17J.

Problema 6
O particulda de masa m se misca pe un cerc de raza R, avand
acceleratia normald, ce variaza in timp conform legil a, =at?,
unde a este o constantd. Sa se determine dependenta de timp a
puterii tuturor fortelor, ce actioneaza asupra particulei, cat §i

valoarea medie a acestei puteri in t secunde de la inceputul
miscarii.

Rezolvare
2
. - \Y .
Deoarece a, = art” si, totodatd, a, = r obtinem,

Dependenta de timp a valorii a, se datoreaza dependentei de
timp a modulului vitezei v (R =const) . Modulul vitezei v variaza

in timp datoritd lucrului efectuat de fortele tangentiale, lucrul
fortelor centripete fiind nul. Dependenta de timp a modulului
vitezei permite calculul acceleratiei tangentiale, deci si a fortelor

tangentiale.
-2 {taR)-JaR,
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F, =ma, =mvaR.
Puterea momentana (7.5) se calculeze din relatia
P=F.v=F.v=m/aR -t,/aR = amRt
Deoarece puterea momentana este direct proportionald timpului t,
puterea medie 1n acest timp este

P - E _ amRt .
2 2
Problema 7

Energia potentiala a unei particule intr-un camp
o . . . 2 2
bidimensional este datd de expresia W, = ax” + fy*, unde a, B

sunt constante pozitive si a # f . Sa se determine:

a) daca campul este central,
b) ce forma au suprafetele echipotentiale, cit si
suprafetele pentru care modulul vectorului fortei F =const .

Rezolvare

a) Campul este central daca in orice punct forta
satisface (7.7), adicd vectorul forfei trece prin originea
sistemului de coordonate, iar modulul ei depinde numai de

modulul vectorului de pozitie r=+/x?+ y? . Egalitatile (8.12)
ne permit calculul proiectiilor fortei pe axele X si Y.
oW, _ d(ax’+py*) _

F.=- = —20X,
19)4 OX
W 2 2

Fy:_a p:_a(ax +ﬂy):_2ﬂy
oy oy

Atunci
F=—2(xi+py]),F :\/sz +F} :2\/0[2)(2 v

Deoarece a # f este evident ca F nu satisface conditiile impuse
unei forte centrale.
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b) Pentruo suprafa{a echipotentiala W, = const,

2 2
ax’ + By’ =const = ax’ | PV _q.
const const
X2 y2
Am obtinut ecuatia unei elipse (—2+b—2: j, pentru care
a

B

, const ., const .. _ . a
a‘ = , b= , adica raportul semiaxelor este —=_[/—.
a yij b a

In mod analog determinim ca suprafetele pentru care F = const
reprezintd de asemenea elipse, dar cu alt raport al semiaxelor.

2,2 2,,2
a“X
+ﬂy =1,
const  const

a’x? + f%y? = const,

2 _ const b? — const a _ B
a? B b «a
Problema 8

Un cablu flexibil cu lungimea L, avdind masa m pe unitatea
de lungime, este trecut peste un scripete fara frecare, cu masa si
raza neglijabile. Initial, cablul este in echilibru. Se trage usor de
un capat al cablului §i acesta incepe sa se deplaseze accelerat. Sa
se Calculeze viteza cablului in momentul in care celalalt capat al
cablului paraseste scripetele.

Rezolvare

Vom cerceta miscarea cablului in raport cu axa de
coordonate orientata verticald in sus, originea careia este situata la
distanta L mai jos de axa scripetului. La momentul initial centrul

5 . 3 T 9
de masa al cablului are coordonate ZL, energia cineticd nula

W

=0, iar cea potentiala este Wm:%mng (mL este masa

intregului cablu).La momentul final centrul de masa al cablului are
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L S
coordonata —, energia cinetica W_, =
2 c2

W

mLv?

, lar cea potentiala

1
02 :Emng :

In timpul miscarii asupra cablului actioneazd doar forta

gravitationald conservativa, prin urmare —AW, = AW, sau

w

mgLv® 3 1
Wcz =Wpl _Wp2’ gT=ngL2 _Emgl—z!

v= 2

Intrebari de verificare
Se poate oare afirma ca principiile mecanicii clasice se respecta cu strictete
in sistemul de referintd, legat cu Pdmantul? Sa se argumenteze raspunsul.
in ce consti esenta determinismului mecanicii clasice? Exemple.
Sa se defineasca lucrul mecanic, puterea medie, puterea momentana.
Sa se calculeze lucrul mecanic al fortei de respingere electrostatica, cu care

campul sarcinii punctiforme, fixe (), actioneazd asupra sarcinii

punctiforme (. Sa se considere o traiectorie arbitrard a sarcinii (] intre

pozitiile definite de vectorii Fl si Fz . Sd se explice de ce forta electrostatica
este: a) centrald; b) conservativa.

in baza teoremelor de variatie a energiei cinetice si de variatie a energiei
potentiale sa se deduca legea conservarii energiei mecanice pentru un punct
material.

Sa se explice relatia dintre forta conservativd si energia potentiald a
corpului, supus actiunii acestei forte.
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**Dinamica sistemelor de puncte materiale

§9. Centrul de masa al sistemului de puncte
materiale si legea miscarii lui
Fortele care actioneaza asupra punctelor materiale ale
sistemului se impart in interne F' si externe F° . Fortele interne

determind interactiunile dintre punctele lui materiale, iar cele
externe-dintre sistemul considerat si alte sisteme sau corpuri.

Pentru un punct material de masa m cu vector de pozitie T, ce

face parte din sistemul considerat de N puncte materiale (fig 2.5,
sistemul de referintd K) se scrie principiul fundamental:

0P o0 o o Lo
& =R +R =R+ F, (9.1)
j=1

P«—impulsul punctului material, F?,F'-rezultanta fortelor

externe, respectiv interne, care actioneaza asupra punctului material
considerat:

!

N - . - = .
|:k'=2|:jk: wt P+t B + R+t Fue T2k




Prin scrierea si sumarea a N egalitati de tipul (9.1), referitoare la
toate punctele materiale ale sistemului, se obtine:

N d N N N
Z dtk :Zer+Z =F, (9.2)

unde F este forfa rezultantd ce actioneaza asupra sistemului.
Fortele interne se exercita totdeauna in perechi, cu respectarea
principiului actiunii si reactiunii,

Ifjk:_lfkji Ifjk+lka20 ki]

Prin urmare, suma fortelor interne, de interactiune dintre toate
punctele materiale ale sistemului, este nula.

iﬁ'zz iﬁ. =0, j=k. (9.3)

k=1 j=1
Folosind acest rezultat st modificand partea stanga a egalitatii
(9.2), rezulta

N 4B ddz dy
2g T g ams
k k ¥k
Hd? Lo, o &4
" dt? kﬁ(zzﬁke:ﬁe:ﬁ’
k=1 k=1

unde F° este rezultanta fortelor externe care actioneazi asupra
sistemului de puncte materiale. A treia egalitate din (9.4) sugereaza
ideea definirii pentru sistemul de puncte materiale in raport cu
sistemul de referintd inertial arbitrar K, a notiunii de centru de

masa C cu vectorul de pozitie T, (fig.2.5)

N N
zmkrk zmkrk
_ _ k=t

m

oW

, (9.5)

=
Mz»ﬂ\

mk
k=1
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N
unde m= z m, reprezintd masa sistemului. Substituind definitia

k=1
(9.5) in (9.4) se obtine:
—e d ZFc
F*=m preat (9.6)

Egalitatea (9.6) poartda denumirea de lege a miscarii centrului de
masa al unui sistem de puncte materiale: centrul de masa al unui
sistem de puncte materiale se misca astfel ca si cum in el ar fi
concentrata toatd masa sistemului si asupra lui ar actiona rezultanta
fortelor externe. Pe aceastd lege se bazeaza asimilarea miscarii de
translatie a unui sistem de puncte cu miscarea unui singur punct
material — anume centrul de masa al sistemului de puncte materiale.

Derivand egalitatea (9.5) in raport cu timpul se obtine viteza
centrului de masa:

N
1d 2 M
V,=—St=——>»mf=""——. (9.7)
d mdtg m

Dacd F® =0 din relatia (9.6) rezulta:
2= — —
md e :mi(dr°j:mdv° =0, v, =const. (9.8)

. dr,

dt? dt\ dt dt

Conditia F®=0 defineste un sistem izolat de puncte materiale.
Conform egalitatii (9.8) centrul de masa al unui sistem izolat de
puncte materiale se miscd rectiliniu si uniform sau ramane in
repaus daca rezultanta fortelor externe este nuld. Evident, aceasta
lege a miscarii centrului de masa a sistemului izolat se realizeaza in
raport cu un sistem de referintd inertial (ca si principiul
fundamental al mecanicii, utilizat la deducerea legii).

§10. Teorema variatiei si legea conservarii
impulsului

Consideram sistemul de puncte materiale din fig 2.5 in raport
cu sistemul de referinta K. Impulsul sistemului de puncte
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materiale reprezinta suma vectoriala a impulsurilor tuturor
punctelor materiale din sistem

ﬁ:iﬁ =§:mk\7k . (10.1)

si se mai poate exprima prin viteza centrului de masa (a se vedea
definitia (9.7)):

P——Zm rk_ mr,)=mv, . (10.2)

Sa calculam impulsul 51stemulu1 de puncte materiale in raport cu
sistemul de referintd al centrului de masa (fig 2.5, sistemul de

referinti K') in raport cu care vectorul de pozitie al unui punct
material k este:

r'=r—r sau mgtr '=mf —mpr..

Scriind astfel de relatii pentru toate punctele materiale ale
sistemului si sumandu-le, se obtine:

N
Z kark ry.m.
k=1

k=1

Din definitia (9.5) avem kark =mF, . Prin urmare,
k=1

N . _ood &
> mf =0, P'=—>"mf '=0, (10.3)
k=1 dt k=1
adica impulsul sistemului de puncte materiale in raport cu sistemul
de referinta al centrului de masa este egal cu zero.

Substituind formula (10.1) in egalitatea (9.4) se obtine
teorema variatiei impulsului unui sistem de puncte materiale n
raport cu un sistem arbitrar inertial de referinta:

N s
QZP L (10.4)
dt £ dt



Derivata in raport cu timpul de la impulsul sistemului de puncte
materiale este egald cu rezultanta fortelor externe ce actioneaza

asupra sistemului. Daca F¢ =0, atunci

Z_T:O; P = const. (10.5)
Relatiile (10.5) reprezinta legea conservarii impulsului sistemului
de puncte materiale: daca rezultanta fortelor externe ce actioneaza
asupra sistemului este egald cu zero impulsul sistemului ramane
constant 1n timp. Sau: impulsul unui sistem izolat de puncte
materiale raimane constant n timp. Bineinteles ca impulsul oricarui
punct material din sistem poate varia in timp sub actiunea fortelor
interne, adica impulsul sistemului se redistribuie intre punctele sale
materiale, ramanand constant pentru intreg sistemul.

Matematicianul german Noether a aratat cd in cazul unui
sistem izolat fiecarei operatii de simetrie a spatiului si timpului 1i
corespunde o lege de conservare a unei marimi fizice. Din
proprietatea de omogenitate a spatiului rezulta ca starea unui sistem
mecanic izolat nu trebuie sd se schimbe la o translatie in spatiu a
intregului sistem. Translatia 1n spatiu este o operatie de simetrie i,
conform teoremei Noether si metodei lui generale de obtinere a
mdrimilor care se conserva, s-a dedus ca acestei operafii ii
corespunde conservarea impulsului sistemului mecanic izolat.
Deci, In mecanica analiticd se demonstreaza ca legea conservdrii
impulsului unui sistem este o consecintd a proprietatii de
omogenitate a spatiului ,adica este o lege universala a naturii.

§11. Teorema variatiei si legea conservarii

momentului impulsului
Studierea miscdrii de rotatie a corpurilor necesitd
introducerea a doud marimi fizice noi: momentul fortei si
momentul impulsului (moment cinetic). Momentul fortei serveste
drept masura vectoriald a efectului de rotatie a corpului, produs de
o forta ce actioneaza asupra lui. Momentul impulsului este
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nemijlocit legat de momentul fortei si, in anumite conditii, respecta
o lege universala de conservare.

11.1. Momentul fortei. Momentul impulsului (momentul
cinetic) unui punct material

Consideram un corp, prevazut cu o articulatie fixa (punctul O,
fig.2.6.a) in jurul céreia se poate roti liber. Actionand asupra unui

punct al corpului cu forta F , corpul se roteste in jurul unei axe ce
trece prin articulatie si este perpendiculara pe planul definit de ea si
vectorul fortei. Acceleratia unghiulara, imprimata corpului, este
direct proportionald atat cu modulul fortei cat si cu distanta dintre
suportul fortei si punctul O, numitd bratul fortei si egald cu
d=rsing (fig.2.6.a). In consecinti, se impune urmitoarea
definitie: momentul fortei in raport cu un punct (deseori numit pol)
este 0 marime fizicd vectoriald egald cu produsul vectorial dintre
vectorul de pozitie al fortei fatd de acelasi punct si vectorul forta,

M=FxF, (11.1)
cu modulul

M=rFsing=F-d, (11.2)

cu directia perpendiculara pe planul definit de vectorii I i F si
cu sensul determinat de regula burghiului drept. Din formulele
(11.1) s1 (11.2) urmeaza ca momentul fortei este maxim cand forta
este perpendiculara pe vectorul de pozitie,

FLFE, r=d, ﬁ:%, M =rF,

si este egal cu zero cand suportul fortei coincide cu vectorul de
pozitie :
F/lr, d=0, #=0, M =0.
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Fig.2.6.a Fig.2.6.b

Pentru 0< g <% forta F poate fi descompusa pe componente. Pe

figura 2.6.b este ilustratd situatia cand vectorii ¥, F sunt 1n

1 1 ﬁ
planul foii si F are doud componente: F = IEr + IET . In aceasta

situatie momentul fortei devine:

M=rxF=FxF +FxF =FxF., FxF =0, (11.3)
M =rF. . (11.4)

Momentul impulsului unui punct material in raport cu un
punct este egal cu produsul vectorial dintre vectorul sdu de pozitie
fata de acelasi punct si vectorul impuls:

% —
L=FxP=Fxmv, (11.5)
L=rPsina . (11.5%)

Directia vectorului L este perpendiculard pe planul definit de
r, P, iar sensul se determini conform regulii burghiului drept
(fig.2.6.b).

In baza unor rationamente similare celor referitoare la
momentul fortei se ajunge la concluzia
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L=L,, =mrv pentru a:%,

(exemplu: momentul impulsului punctului material in miscare
circulard, calculat in raport cu centrul cercului) si:
L=0 pentru =0

(exemplu: momentul impulsului punctului material in miscare
rectilinie in lungul axei I, calculat in raport cu un punct de pe
aceastd axa).

Sa stabilim relatia dintre momentul impulsului unui punct
material si momentul fortei ce 1i este aplicatd. Conform relatiei

(6.1) produsul vectorial dintre T si F este:

rxPorxd (11.6)
dt
Deoarece
i(”x 5):d—r>< 5+de—P:\7xm\7+de—P: fxd—P,
dt dt dt dt dt
se obtine:
Fxlf=%(FxF3). (11.7)
In relatia (11.7) se substituie egalitatile (11.1) si (11.5). Se obtine:
- dL
M=— . 11.8
ot (11.8)

Relatia (11.8) se numeste teorema variatiei momentului impulsului
unui punct material. Daca momentul fortei rezultante este egal cu
zero, M =0, atunci:
dL _ _

gl L(t)= cofist . (11.9)
Formula (11.9) constituie legea conservarii momentului impulsului
unui punct material: daca momentul fortei rezultante este nul,
momentul impulsului unui punct material ramane constant in timp.

In calitate de exemplu de aplicare a legii conservarii
momentului impulsului punctului material vom analiza miscarea
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punctului material intr-un cdmp central de forte. Forta centrala ce
actioneaza asupra punctului material este orientatda pe directia
vectorului de pozitie I trasat din centrul campului de forte, deci
momentul ei este egal cu zero. Urmeaza ca vectorul momentului
impulsului punctului material se conserva. Totodata, vectorii I si

L sunt reciproc perpendiculari, de aceea in timpul miscarii
punctului material vectorul sau se pozitie I se afla mereu in unul si
acelasi plan. Prin urmare, planul de miscare a punctului material
aflat intr-un camp de forte centrale se conserva. Daca se calculeaza
aria suprafetei ,,maturate” de vectorul de pozitie in unitatea de timp
(asa — numita viteza areolard) se constata ca ea este constanta, adica
vectorul de pozitie ,,maturd” arii egale in intervale de timp egale.
Aceastd afirmatie constituie continutul legii a doua a lui Kepler.

Conditiile initiale (F(,,VO) si semnul proiectiei fortei centrale
determind traiectoria plana a punctului material, care poate fi
hiperbola, parabola sau elipsa. Traiectoria hiperbolica se realizeaza
in cazul difuziei particulelor & (He™) in campul coulombian al

nucleului atomic. Traiectoria parabolica sau eliptica se intalneste in
modelul planetar al atomului (Rutherford, Bohr).

11.2. Momentul impulsului unui sistem de puncte
materiale. Teorema variatiei si legea conservarii momentului
impulsului

Momentul impulsului sistemului de puncte materiale se
defineste ca suma momentelor impulsului tuturor punctelor
materiale din sistem:

L=>"L =>.(fxP«) . (11.10)
1

Pentru deducerea teoremei variatiei momentului impulsului

sistemului se Tnmulteste vectorial egalitatea (9.1) cu vectorul de

pozitie al punctului material respectiv, trasat in raport cu originea

sistemului de coordonate (fig.2.7).
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N

. d Pk . 2 e - N,
rk XT = I’k X Fk + rk X E ij . (1111)
=

Se stie ca Ifjk este o forta interna, de interactiune dintre punctele

materiale ale sistemului .Scriind relatii de tipul (11.11) pentru toate
punctele materiale si sumandu-le, obtinem:

T &
b:-7)
k £
7
z
xx 0 a
Fig. 2.7
N 5 N N N
Sl xdPC oS Ex B e > r x> Fi |, j=k. (11.12)
k=1 dt k=1 k=1 j=1

Partea stanga a (11.12) poate fi scrisa:

N dP | MdfL 2 ) d&(L =) d
I =) —| [ xPc|=—> | xPx |=—, (11.13
Z‘ " ;dt(kx k) dtz[k>< kj o Y

k=1

daca, in prealabil, se observa ca:

d(. =\ df - dPc . = _ dPc . dP:
a(rkxpkj:d—;xpk+rkx =V, xPx+T x " =T, x it

si se substituie (11.10).
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Sa scriem detaliat termenul al doilea din partea dreapta a
(11.12). Pentru simplitate consideram N = 3.

3 - - - - -
(rkszij_r X(le"' FSlj FZX( 12+ s, )+rX(F13+ Fzsj
k=1 j=1

-

r><F21+r><F12 + r><F31+r><F13 + r><F32+r><F23 =

(r —r jx F21+( )x F31+( r3j>< F,.  (11.14)

Asadar, acest termen se exprimda ca suma a N perechi de
vectori de tipul: (T, xF, +T;xF;) pentru care F; =-F;
(principiul 3 al dinamicii). Insa, conform figurii 2.7 vectorii ce se
inmultesc din partea dreaptd a (11.14) sunt coliniari, deci produsul
lor vectorial este egal cu zero.

Prin urmare, expresia (11.14), care reprezinta termenul al
doilea din (11.12), este egala cu zero. Atunci egalitatea (11.12) in

care se substituie (11.13) devine:
I N

(R xF?) (11.15)

k=1
Conform definitiei (11.1) marimea fizica T, xF°=M;
reprezintd momentul rezultant al fortelor externe care actioneaza

asupra punctului material considerat, iar
N

>[5 <F)=Y Mg = Mie (11.16)

k=
este momentul rezultant al fortelor externe care actioneaza asupra
sistemului de puncte materiale. Substituind egalitatea (11.16) in
(11.15) se obtine

dL _ i

dt '
Formula (11.17) reprezinta teorema variatiei momentului
impulsului unui sistem de puncte materiale: derivata in raport cu
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timpul de la momentul impulsului sistemului de puncte materiale
fatd de un punct arbitrar este egald cu momentul rezultant al
fortelor externe care actioneaza asupra sistemului, in raport cu

acelasi punct. Daca M =0, atunci
L = const. (11.18)

Relatia (11.18) exprima legea conservarii momentului impulsului
sistemului de puncte materiale: dacd momentul rezultant al fortelor
externe care actioneaza asupra sistemului este nul, atunci momentul
impulsului sistemului rdmane constant in timp.

In mecanica spatiul se postuleazi ca fiind omogen si izotrop.
In rezultatul izotropiei spatiului proprietitile mecanice ale unui
sistem izolat raman neschimbate la efectuarea unei rotatii a
intregului sistem. Prin urmare, rotatia este o operatie de simetrie si,
conform teoremei Noether, 1i corespunde o lege de conservare a
unei mirimi fizice. In mecanica analitici se deduce ci aceastd
marime fizicd este momentul impulsului unui sistem mecanic
izolat. Deci, legea (11.18), dedusa in acest paragraf pe baza
principiilor mecanicii clasice, este o urmare a proprietatii de
izotropie a spatiului, deci este o lege fundamentala a naturii.

§12. Teorema variatiei si legea conservarii
energiei mecanice

12.1.Energia cinetica a sistemului de puncte materiale.
Se considera cazul general cand asupra fiecarui punct

—

. . . . - . e
material al sistemului actioneaza forte rezultante conservative F,
< . 9 SN - A .
externa stationara §i Fk internd, cat si forta neconservativa
. — hc . . . .
rezultanta F, . Sub actiunea fortelor indicate punctul material de

masd M, are deplasarea elementard OF, fatd de sistemul de

referinta inertial K in intervalul de timp dt (fig.2.5). Se scrie lucrul
mecanic elementar efectuat de toate fortele susnumite asupra
punctului material k (a se vedea (7.1)),
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oA = Fdr, + F'df, + FdF, = F.dF,
unde
F=F°+F +F™, (12.1)
si asupra Intregului sistem:

N N . N N
SA =Y Fedi + > Rl + > Rdf, =) Fdf, . (12.2)
k=1 k=1 k=1 k=1

Lucrul elementar OA este egal cu diferentiala energiei
cinetice dW, a sistemului ( a se vedea (8.4)):

SA=S Edi =3 d[ MY | gw 12.3
z k r.k Z 2 c* ( )
k

unde energia cinetica Wc a sistemului este egald cu suma

energiilor cinetice ale tuturor punctelor materiale din sistem:
N m, v?
W, =) —k (12.4)
a2
Analizdnd prima egalitate din (12.2) se constata: primul
termen reprezintd lucrul elementar al fortelor externe conservative,

dA® =iﬁk9drk, (12.5)
al doilea —lucrul elementar al for‘;eli()zrl interne conservative
dA’ =ilfk‘dﬁ, (12.6)
al treilea —lucrul elementar al fortelor krjleconservative
SA™ :iﬁkmdrk. (12.7
Se substituie expresiile (12.3), (12.5I;:i (12._7) in (12.2) si se obtine:
dW, =dA® +dA' + SA™. (12.8)

Diferentiala energiei cinetice totale a  sistemului de puncte
materiale este egald cu suma lucrurilor mecanice elementare ale
fortelor conservative interne, conservative externe si ale fortelor
neconservative.
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Prin integrarea egalitatii (12.8) in limitele corespunzatoare
starilor 1 si 2 ale sistemului rezultd feorema variatiei energiei
cinetice a unui sistem de puncte materiale:

AW, :TdAufdAi +T5A”C. (12.8")
1 1 1

Variatia energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale este
egald cu suma lucrurilor mecanice efectuate de toate fortele externe
si interne in timpul respectiv. Comparand aceastd teorema de
variatie a energiei cinetice cu teoremele de variatie ale altor marimi
fizice devine evidentd deosebirea: numai in teorema variatiei
energiei cinetice figureaza atat fortele externe, cat si cele interne.
Pentru orice punct material al sistemului se poate scrie relatia

(fig.2.5):
ro=r +r.,
unde T,,r, sunt vectori de pozitie ai punctului material fatd de

sistemul de referintd K, respectiv K'; T, este vectorul de pozitie al

centrului de masa al sistemului fatd de sistemul de referintd K.
Prin derivare se obtine:

dar, dr, drf. L2 22
—k_Zkg T adicd Vi =V' +Ve.
dt  dt dt

Aceasta relatie se substituie in (12.4):

N > 5 ) N V2 N o> o N >
wzm—(] =) S, v ver v -
k=1 2 k=1 2 k=1 k=1 2
N ,\2 > N
:ka(vk) pv, Py ez (12.9)
a2 = 2

unde v,,V, este viteza punctului material in raport cu K respectiv

K'; v este viteza centrului de masa al sistemului in raport cu K;

N -
> m v, =P este impulsul sistemului de puncte materiale in raport
k=1
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cuK'. Conform expresiei (10.3)P'=0. Astfel s-a ajuns la
egalitatea

W, = Z m Vk Z m, = 2 (12.10)

k=1
conform cdreia energia cinetlca a unui sistem de puncte materiale
fata de un sistem de referinta inertial arbitrar contine doi termeni:
energia cineticd a punctelor materiale fata de sistemul de referinta
2
. S myVe . o
al centrului de masa W, = ZT si energia cineticd a miscarii
k=L

centrului de masa al sistemului

12.2. Teorema variatiei si legea conservarii energiei mecanice
Aplicand teorema variatiei energiei potentiale (8.6) pentru
lucrurile elementare ale fortelor conservative externe (12.5) si
interne (12.6) obtinem ca acestea sunt egale cu diferentialele, luate
cu semn opus, de la energiile potentiale ale sistemului in cdmpul
fortelor conservative externe si respectiv de interactiune reciproca a
punctelor materiale ale sistemului:

dA® = —dW;, (12.11)
dA" =—dw,. (12.12)
Atunci egalitatea (12.8) devine:
AW, +dW? +dW! =A™, d(W, +WS +W!)=A™. (12.13)
Suma
W, +W S +W] =W, (12.14)
se numeste energie mecanica totala a sistemului de puncte
materiale. Prin urmare, forma diferentiald a teoremei variatiei
energiei mecanice totale a unui sistem de puncte materiale este:
dw, =oA™. (12.15)
Diferentiala energiei mecanice totale a unui sistem de puncte
materiale este egald cu lucrul rezultant elementar al fortelor
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neconservative ce actioneaza asupra sistemului. Forma integrala a
acestei teoreme se obfine prin integrarea egalitatii (12.15) in
limitele, cdrora le corespund starile 1 si 2 ale sistemului:

AW, =W _,-W_ =A7 . (12.157)
Variatia energiei mecanice totale a sistemului este egalda cu lucrul
rezultant al fortelor neconservative aplicate sistemului. Mentionam,
ca fortele conservative externe s-au considerat stationare.

Conform egalitatilor (12.15) si (12.157), lucrul fortelor
neconservative disipative (de exemplu, al fortelor de frecare),fiind
intotdeauna negativ, micsoreaza energia mecanica a sistemului
considerat, numit si disipativ. In procesul disipatiei are loc
transformarea energiei mecanice a sistemului in alte forme de
energie cu respectarea legii universale a conservarii energiei.

Sistemul de puncte materiale se numeste conservativ daca
lucrul rezultant al fortelor neconservative, ce actioneaza asupra
sistemului, este egal cu zero (fortele conservative externe sunt

stationare).Pentru un sistem conservativ 5 A™ =0 si din egalitatea

(12.15) urmeaza:

dw, =0; W, =const. (12.16)
Relatiile (12.16) reprezintd legea conservarii energiei mecanice
totale: energia mecanica totald a unui sistem conservativ este
constantd in timp. In particular este constantd in timp energia
mecanica a unui sistem conservativ izolat.

Legile fundamentale ale conservarii energiei mecanice si a
impulsului unui sistem de puncte materiale au multiple aplicatii,
inclusiv la calculul ciocnirilor corpurilor si la determinarea
conditiilor de echilibru ale sistemelor de puncte materiale.

In mecanica timpul se considera uniform, ceea ce inseamni
ca legile migcarii unui sistem mecanic sunt invariabile in raport cu
translarea sistemului in timp. In mecanica analitici se deduce ca
translarea in timp este o operatie de simetrie, careia ii corespunde o
lege de conservare. Aplicind metoda dezvoltata de Noecther se
obtine legea de conservare a energiei mecanice a unui sistem
mecanic conservativ.
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Aplicatii. Probleme rezolvate

Problema 1
Peste un scripete fix este trecut un fir, de capetele caruia
atarna doua corpuri de masa m, si respectiv m, . Neglijand masele
scripetelui i a firului, cdt si frecarea, sa se calculeze acceleratia
centrului de masa.
Rezolvare
Se stie ca centrul de masa al
| scripetelui se migcd ca un punct material, masa
caruia este egala cu masa Intregului sistem si
- asupra caruia actioneaza acgleasi forte externe
L_ . ca §i asupra sistemului. In rezultat, pentru
T T sistemul format din corpurile my si mz scriem

1 Gz (M1+tmp)ac=Go+G1-2T,
¥ unde Gi=mig, Go=myg, iar T este forta de
tensiune din fir, ce urmeaza a fi determinata. Pentru aceasta scriem
legea fundamentala a dinamicii pentru fiecare din corpuri.
m2g-T=m a,
T-mig=msa.
Rezolvand acest sistem, obtinem
T = 2m1m2g )
m, +m,
Se substituie acest rezultat in expresia pentru centrul de masa si 1i
determinam acceleratia ac.
4mm 2
(m, +m,)a, = g(m,+m,)——aed a, =gu=M)
m; +m, (Mg +m;)
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Problema 2
Doud carucioare identice, de masa M fiecare, se misca unul

dupa altul cu aceeasi viteza V. Pe caruciorul din spate se afla un

om de masa m. Omul sare in caruciorul din fata, avand in
momentul aterizarii viteza U fata de caruciorul din spate. Sa se
calculeze vitezele carucioarelor dupa saritura omului.
Rezolvare
Vom considera cd dupd saritura omului, vitezele

carucioarelor sunt v, pentru cel din spate si v, pentru cel din

fata, ambele viteze fiind orientate la fel ca VTJ si u. In absenta

fortelor externe pe directia miscarii corpurilor vom recurge la legea
conservarii impulsului. Scriem aceasta lege pentru sistemul format
din caruciorul din spate si om, in raport cu suprafata pe care se
misca corpurile.

(m+M)v, =m(v, +u)+Mv,,
de unde

mu
M+m
Scriem legea conservarii impulsului pentru sistemul, format din
caruciorul din fatd si om, in raport cu aceeasi suprafata.
Mv, +m(v, +u)=(M + m)v,,

de unde
v, = Mv, +m(v, +u) .
M+m
Se substituie In ultima egalitate expresia pentru V;. Obtinem:
vV, =V +M .
20 (M +m)
Problema 3

Se considera un pendul conic cu urmdtoarele caracteristici:
particula de masa m, lungimea firului I, deschiderea unghiulara a
conului 2a. .
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Sa se determine momentul impulsului particulei in raport cu
centrul ¢ al cercului descris de ea, cat si variatia in unitatea de
timp a momentului impulsului particulei in raport cu punctul de
suspensie(punctul o).

Rezolvare

in timpul rotatiei uniforme a particulei pe cercul de raza r forta

rezultantd ce actioneaza asupra ei este forta centripeta F .
Timg=F.
Deoarece F =-ma’r (@ - viteza unghiulara ), momentul acestei
forte in raport cu punctul ¢ este nul
WZFXEZFX(—I’N(()ZF):O,

iar momentul impulsului particulei in raport cu acest punct este
constant

M, = dL, =0,L, = const
dt
In conformitate cu definitia (11.5), calculim |LC|

—_—

|LC|=

Fme/‘ =mvr =mar?, (sin(v,r)=1) .
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2

F meo'r r . .

Deoarece tga=—= @ =w?—, determinim consecutiv @

mg  mg g
si |L,

w:\/gtga:\/gtga :\/ g

r Isine  Vlcosa'
3
IL|=m 9 (sina)?=m 9% sin2g .
| cosa cosa

Variatia in unitatea de timp a momentului impulsului in raport cu
punctul o este egala cu momentul fortei de greutate in raport cu

acest punct, momentul fortei T in raport cu punctul o fiind nul.
dL,

ot =‘M—O‘= mglsine .

Problema 4
O particula de masa m, legata de un centru fix printr-un fir
de lungime ro, executa o migcare circulara uniforma pe un plan
orizontal neted (fara frecari) avind viteza vo . Firul poate fi scurtat
tragandu-l prin centrul fix. Sa se afle viteza particulei dupa
scurtarea firului si lucrul mecanic care s-a efectuat prin scurtarea
firului pana la lungimea r.
Rezolvare
Firul este scurtat sub actiunea unei forte ce trece prin centrul
fix al cercului descris de particuld, deci momentul acestei forte fata
de centru este nul. Prin urmare, momentul impulsului particulei
este constant in timp

MVoro=mvr,
de unde
VT
V= 0'0
r

Teorema variatiei energiei cinetice permite calculul lucrului
efectuat la scurtarea firului,
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2
A=AW =%mv2—%mv§=1mv2 (r_o) -1|.

c

Problema 5
Un corp ciocneste un alt corp de aceiasi masa, aflat in
repaus. Sa se arate ca unghiul format de directiile vitezelor dupa
ciocnire este: a) egal cu m/2 daca ciocnirea este perfect elastica, b)
diferit de /2 daca ciocnirea este plastica.
Rezolvare:
Se noteaza cu as si ap directiile vitezelor dupa ciocnire fata de

directia initiala a vitezei primului corp. Teorema conservarii
impulsului proiectata pe axele indicate se scrie:
M1Vi=MzU1 cos a1+ M2U2 cos a2
0= myuy sin a1- MaU2 sin o2
Ridicand la patrat si adunand aceste doud ecuatii, rezulta:
M1 2v1 2=m12u1? + m22u2?+2 m1 Mz U1 Uz cos a1 cos oa-
2 M1 Mz U1 Uz sinou sin o2
M1 2v12=ma2uz2 + ma2up2+2 m1 mz up Uz cos( a1 +02)
S-au folosit relatiile trigonometrice:
cosa’ +sina?® =1,
cos(a+ B) =cosacos S -sinasin 3.
Tinand cont ca m1=my, obtinem
Vi = (U +Up)
2u,U,
a) In cazul ciocnirii perfect elastice se respecti legea
conservarii energiei cinetice:

cos(ay +a,) =
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le12 _ m1U12 + mzuz2

2 2 2

. . T
de unde vZ =u? +u> si cos(ey +a,)=0.Deci a, +a, =5
b A - P - 2 2 .
) In cazul ciocnirii plastice v; #u; +u; si cos(ey +a,)#0.

Deci o, +a, qé%.

A

Intrebari de verificare
Sa se formuleze legea miscarii centrului de masa al unui sistem de puncte
materiale. Ce miscare efectueaza centrul de masa al unui sistem izolat de
puncte materiale?
Ce conditii se respecta si in care sisteme de referintd sunt juste afirmatiile:
a)impulsul unui sistem arbitrar de puncte materiale este egal cu zero;
b)impulsul unui sistem arbitrar de puncte materiale se conserva?
Sa se defineasca, in raport cu un punct, vectorul momentul fortei si vectorul
momentul impulsului. Sd se indice conditiile in care fiecare din acesti
vectori: a)are modul maxim; b)este egal cu zero.
Sa se deduca cé planul de miscare a unui punct material, supus actiunii fortei
centrale, se conserva.
Sa se formuleze legile conservarii: a)momentului impulsului; b)energiei
mecanice totale pentru un sistem de puncte materiale. Care din aceste legi se
respectd, dacd sistemul este izolat? De ce legile susnumite, cét si legea
conservarii impulsului, deduse in cadrul restrins al mecanicii clasice, sunt
legi fundamentale ale naturii ?
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***Dinamica solidului rigid in miscare de rotatie
in jurul axei fixe

Corpul rigid este un sistem continuu de puncte materiale,
situate unul fatd de altul la distante invariabile in timp, ceea ce
inseamna ca: lucrul mecanic efectuat de fortele interne este egal cu
zero; energia potentiald de interactiune intre punctele materiale ale
rigidului este constanta in timp, independent de starea de miscare a
rigidului; corpurilor solide rigide 1li se pot aplica toate definitiile
marimilor fizice si teoremele sistemelor de puncte materiale,
examinate in §§9-12.

§13. Momentul impulsului rigidului. Legea
fundamentala a dinamicii rigidului in rotatie in jurul
axei fixe

13.1. Momentul impulsului rigidului

Sub actiunea unui moment rezultant al fortelor externe corpul
rigid efectueazd, In general, o miscare variatd de rotatie in jurul
unei axe fixe sau libere. In cele ce urmeaza se va cerceta cazul
rotatiel solidului rigid in jurul unei axe fixe (a se vedea §5.2.),
cand fiecare punct al corpului descrie intr-un plan perpendicular pe
axa de rotatie un cerc, a carui razd R, reprezintd distanta de la
punctul material considerat pina la axa de rotatie.

Viteza liniara a unui punct material K se calculeaza conform
relatiilor (5.1) s1 (5.2), adica:

Vi, =R
Ry =r.sin B ¢, (13.1)
vk =C?)XFk

5
impulsul sau este P« =m,V,, iar momentul impulsului in raport

cu originea O a sistemului de coordonate (fig 2.8) se defineste prin
expresia (11.5):
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L, =f xR =f xm\V, =m,T, xV,,
Vs

o (13.2)
Lk =nhmVv,, é(rk’vk) =4

Vectorul I:k este perpendicular pe planul format de T, si V, si
descrie in timpul rotatiei punctului material un con cu baza

—

perpendiculard pe axa de rotatie (fig 2.8). Proiectia L, pe axa z
(fig. 2.8) se scrie:

X Fig.2.8
7 :
L, =mrVv, COS(E_ﬂk) =MV, sin §, = (13.2)
= m, (1, sin )R, =mRim
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(L, LT, prin urmare, unghiul format de L, cu axa oz este

%— L), daca se folosesc prima si a doua egalitate din (13.1).

N
Momentul impulsului rigidului L reprezintd suma vectoriala a
momentelor impulsurilor punctelor materiale componente (§11.2,

formula 11.1). [n general L nu este paralel cu axa de rotatie
deoarece nici momentele L, nu poseda aceasta proprietate, dar are
o proiectie pe ea calculatd conform relatiei:

N N N
L => L, => mRlo=0) mRZ (13.4)
k=1 k=1 k=1

numitd momentul impulsului rigidului fata de axa considerata.
Marimea fizica

N
| => mR?, (13.5)
k=1

se numeste moment de inertie al rigidului in raport cu axa de
rotatie. Conform relatiei (13.5) momentul de inertie al rigidului are
o valoare ce depinde de masa lui §i de repartitia acesteia in jurul
axei de rotatie. Deci nu se poate calcula momentul de inertie al
unui corp fara s se indice axa de rotatie. Prin substitutia formulei
(13.5) in (13.4), obtinem

L, =lw. (13.6)
Momentul impulsului rigidului in miscare de rotatie in jurul axei
fixe este egal cu produsul dintre momentul sau de inertie in raport
cu aceeasi axa si viteza unghiulara. Pentru orice rigid exista cel
putin trei axe de rotatie, numite axe principale de inertie, fatd de

care momentul impulsului rigidului L este paralel cu ele. In raport
cu aceste axe relatia (13.6) se scrie vectorial:

L=1a.. (13.7)
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13.2. Legea fundamentala a dinamicii rigidului in rotatie
in jurul axei fixe
Sa aplicam pentru un rigid in miscare de rotatie in jurul unei
axe principale de inertie teorema variatiei momentului impulsului
(11.17),

dl 2
—=M, 13.8
™ (13.8)
Substituind expresia (13.7) in aceastd teorema si luand in
consideratie ca | =const, obtinem
db _d(1@) < e (13.9)
dt dt

Momentul rezultant al fortelor externe mai este numit — referitor la
rigid — moment de rotatie. Atunci, conform egalitatii a doua din
legea (13.9), momentul de rotatie fata de o axa principald de inertie
este egal cu produsul dintre momentul de inertie al rigidului fata de
aceeasi axa si acceleratia lui unghiulara.

Dacd axa de rotatie nu este principald de inertie, vectorii L si

@ nu sunt coliniari si miscarea de rotatie a rigidului este descrisa

de relatia ce se obtine, proiectand (13.9) pe directia axei de rotatie,
fie z:

dL

dt

In formula (13.10) L, este momentul impulsului rigidului in raport

L= e=M" (13.10)

CU axa z, iar proiectia momentului de rotatie M ® pe aceastd axa
M’ se numeste moment de rotatie in raport cu axa consideratd,
fata de care a fost determinat si momentul de inertie al rigidului
I,. Mentionam ca valoarea M; nu depinde de pozitia pe axa z a

punctului, fata de care se traseaza vectorul M €. Fiecare din

relatiile (13.8)-(13.10) reprezinta, in conditiile indicate, legea
fundamentala a dinamicii miscarii de rotatie a rigidului in jurul
axei fixe.
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Comparand aceastd lege cu legea fundamentald a dinamicii
punctului material si a rigidului in miscare de translatie (6.1)-(6.2%)
se constatd o analogie perfecta in sensul urmator: rolul masei M,

—

g —_
vitezei liniare Vv, acceleratiei liniare a, impulsului P si fortei
rezultante F din legea fundamentald a miscarii de translatie este
preluat in legea miscarii de rotatie a rigidului respectiv de
momentul de inertie |, viteza unghiulard @, acceleratia

unghiulara &, momentul impulsului L si momentul de rotatie

ME€. Aceeasi analogie se va putea observa si in §§ 14-16.
Conform relatiei (13.8), un rigid se roteste in jurul axei fixe
cu un moment al impulsului constant dacd momentul de rotatie sau

proiectia lui pe axa de rotatie este egald cu zero, M® =0, sau
M,® =0. Acest rezultat reprezintd legea conservarii momentului
impulsului rigidului:

L =@ =cofist; L, =const. (13.11)
Legea (13.11) se generalizeaza pentru un sistem de rigide. Sa
consideram un sistem izolat format din cateva parti rigide, pozitia
reciproca a cirora se schimbi in timpul rotatiei. In rezultat, variaza
si momentul de inertie al sistemului. Atunci, dupd cum urmeaza
din legea (13.11), produsul l® ramane constant in timp, dar
cresterea momentului de inertie duce la descresterea vitezei
unghiulare si invers.

§14. Momentul de inertie al rigidului. Teorema
Steiner
Un rigid de forma arbitrara, este un mediu finit, continuu,
caracterizat de densitatea p .
_dm
P v
unde dm este masa volumului elementar dV, toate punctele
materiale ale cdruia sunt situate la aceeasi distanta r de axa de
rotatie. In aceste conditii expresia (13.5) devine:
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\Y
| =[pr2dv , (14.2)
0
Sau

\%
| = pfrédv, (14.2")
0

daci rigidul este omogen (p=const). Relatiile (14.2), (14.2)
permit un calcul relativ simplu al momentelor de inertie pentru
corpuri de forma geometricad regulata.

Exemplu. Calculul momentului de inertie al unui disc
omogen in raport cu axa ce trece prin centrul sdu de masa
perpendicular pe planul discului (fig 2.9).

|

Discul se divizeaza imaginar in straturi inelare de grosime dr
infinit de mica, concentrice cu axa de rotatie, astfel ca toate
punctele unui strat sunt echidistante de axa. Volumul unui strat

dV =b2zrdr se introduce in (14.2'):
4

v R R
| = p[r?dV =2z pb [ ridr =27tpr.
0 0

Deoarece masa discului este m=p-V =pbrR*, atunci
momentul de inertie devine:

_ mR?
==

(14.3)
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In acest exemplu calculul momentului de inertie a fost
simplu, deoarece rigidul s-a considerat omogen si simetric fata de
axa de rotatie. Daca axa de rotatie nu este si axa de simetrie (de
exemplu axa OO’ fig 2.9) calculul integralei (14.2) este mult mai
complicat. In astfel de situatii determinarea momentului de inertie
se simplifica daca se aplica teorema Steiner:

_ 2

I, =1.+ma’, (14.4)
unde | . este momentul de inertie al rigidului in raport cu axa
arbitrard 00 ; I,
axa ce trece prin centrul de masa al rigidului paralel cu cea

arbitrard; m este masa rigidului; a este distanta dintre
axe.

este momentul de inertie al rigidului in raport cu

Vom demonstra aceastd teoremd considerand un rigid de
forma arbitrarda (fig.2.10), pentru care indicam doua sisteme de
coordonate cu axele paralele. Sistemul Xxyz cu originea in centrul
de masa C al rigidului, iar sistemul x'y'z' cu originea in punctul O
, deplasat la distanta a de C in lungul axei x. Pe fig 2.10 axele
paralele z si z sunt perpendiculare pe planul foii. Coordonatele
unui volum elementar de masd Am,, determinate in raport cu
ambele sisteme de coordonate, sunt legate prin relatiile:

Xk =a+ X, Y =Yk
Din figura 2.10 se vede ca :
' ' ' 2

=Xy, (107 =) +(%)? =(@+x ) +y¢ . (145
Substituind egalitatile (14.5) in definifia (13.5) se calculeaza
momentele de inertie ale rigidului in raport cu cz

N N
le = r2Am, = Z(x,f +y? )Amk : (14.6)
P P
sicu 07’
- 2 - 2 2
I :Z (rk,) Am, :Z[(a"'xk) +yk]Amk =
k=1 k=1
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N N N
= Z(x,f + y‘f)Amk +a’> Am, +2a)_ X Am, . (14.7)
k=1 k=1 k=1
Centrul de masa C este originea sistemului xyz, deci x. =0.

N
Asa cum X, = iZ:XkAmk , rezultd cd ultimul termen din partea
k=1
dreapta a egalitatii (14.7) este egal cu zero. Primul termen din
parte dreaptd a egalitatii (14.7) coincide cu |, din (14.6), al doilea

este egal cu ma’. Atunci (14.7) devine:
I =1, +ma’
si teorema Steiner este demonstrati. In tabelul 1 sunt date

momentele de inertie ale unor corpuri cu simetrii evidente fatd de
axele de rotatie.

§15. Energia cinetica a rigidului in miscarea de
rotatie
Consideram un rigid ce efectueaza miscare de rotatie in jurul
axel fixe. Fiecare punct material de masa My are viteza liniara Vv,
ce difera de la un punct material la altul. Energia cineticd a
rigidului se scrie:
n 2
w, = > Ve (15.1)
a 2
Substituind consecutiv prima relatie din (13.1) si (13.5) in expresia
(15.1) se obtine:

W, =12mkv§ =1wzzmka _lo
2:3 2 3 2

2

(15.2)

2

. lo e Ce
Expresia W, = > este valabila pentru calculul energiei cinetice

a rigidului in rotatie in jurul unei axe fixe, indiferent daca aceasta
axa este sau nu principala.
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Corpul rigid ce se roteste in jurul unei axe ce trece prin
centrul sau de masa, si in acelasi timp efectueaza o miscare de
translatie are energia cinetica compusa din doua parti

2 2
mv: .o
W, = + . (15.3)
2 2

mv?

Termenul

reprezinta energia cinetica de translatie a centrului

de masa a rigidului (in care se considerd concentratd intreaga masa
2

M a rigidului), iar cg) —energia de rotatie a rigidului, |, fiind

momentul de inertie al acestuia in raport cu axa de rotatie ce trece
prin centrul de masa.

§16. Lucrul fortelor externe asupra rigidului in

miscare de rotatie
Se considera un rigid in miscare de rotatie in jurul axei Z.

Punctul material My, asupra cdruia actioneaza forta externa Ifk
parcurge in timpul dt drumul ds;

ds, =R, dg , (16.1)
unde d¢ este unghiul de rotatie a rigidului in timpul indicat,

Ry —distanta de la punctul material M, la axa de rotatie.
Momentul fortei |fk fata de axa z este determinat de proiectia
fortei pe directia deplasirii (adica pe directia vectorului unitate 7 )
notatd F,, . Celelalte proiectii ale lfk — una paraleld cu axa z si

alta cu Rk — au momente nule fatd de axa z. Prin urmare,
MZk == FTkRk f (162)

R
Lucrul mecanic elementar al fortei F, este:

- -
oA =F dr =F,ds, , (di|=ds , F, =F cosa).
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-

Fig.2.11
Substituind consecutiv relatiile (16.1) si (16.2) in ultima
egalitate, obtinem formula de calcul a lucrului elementar, efectuat

de forta Ifk la rotatia rigidului cu de:
oA =F, Rdp=M,dop. (16.3)
Asupra rigidului in miscare de rotatie se admite actiunea mai

multor forte externe, care efectueaza lucrul mecanic sumar
elementar

N N
5A=;5Ak =d¢;Mzk =M, do. (16.4)

In egalitatea (16.4) M, reprezinti momentul sumar de rotatie in

raport cu axa z al fortelor externe. Lucrul integral efectuat de
fortele externe intr-un interval finit arbitrar de timp se calculeaza
prin integrarea egalitatii (16.4):

2] t
A, = [M,dp=[M,mdt. (16.5)
o 0

Daca M, =const, atunci
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(2]
A, =M, [dp=M,Agp . (16.6)
[Z}

Mentionam ca lucrul fortelor externe este egal cu variatia energiei
cinetice a rigidului

OA = dW,
Substituind relatiile (15.2) si (16.4) in aceasta egalitate, dupa
transformarile de rigoare, rezulta legea fundamentala a miscarii de
rotatie M, =1,¢&..

Dupa cum s-a constatat anterior, existd o analogie evidenta
intre marimile fizice ce caracterizeaza miscarile de translatie si de
rotatie ale unui rigid. Tabelul 2 prezintd o comparatie dintre
marimile fizice respective.
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Tabelul 1

Nr. Corpul 7
crt. -s1 axa de rotatie
Cilindru plin l
W j nR? |
Q’"O‘ - o - ,)4 2 5
1 k|
e mR? e ek
( o - Yo {2
k1 /2 st ~ (/2 -+
Pgaraielipiped 0
5]
: m (a®+ bY
- €%, 10 12
& /:b: st b
T
Placa dreptunghiulara
P - m ( a?+b?
lf a / 12
3 T 3
.%ﬁl i sl Lokt _A%__ _mb?
- 12
( Tij@ subtire \p
\ ml?
& — e s R A2 1 ok
k—t/2 —f— t/2—
Disc subtire »] y 2
m
2 ¥
5 (.~ e,
/‘o %
e mR?
1' .
inel ahindric i
Sfera plinag E
Pl R —%— mR? $
i &
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Tabelul 2

Miscarea de translatie

Miscarea de rotatie

Masa ~ m (kg) Momentul de inertie | (kg . m2)
Deplasarea AT (m) Unghiul de rotatie 7] (rad)
r —~ dg (rad
Viteza V= ﬂ (m/s) Viteza unghiulara @ = Ll (—j
dt dt S

—

Acceleratia unghiulara

Acceleratia 8 = dd_\t/ (m/s?) ; _ d_a) rad
dt \ s?
Momentul fortei
- 2
Fora F (N) m:;xg(kg-zm ]
S
— . A e — kg . m2

Impulsul P =mV (kgm/s) | Momentul impulsului L =l @ S
Lucrul mecanic dA = FdF (J) | Lucrul mecanic ~ dA=M ,de (J)

Energia cinetica
_mv?
2

W, ()

o |’
Energia cinetica W, = T @

Aplicatii. Probleme rezolvate

Problema 1

Doua sfere mici cu masele m; =100g si m, =200g sunt
legate printr-o tija cu lungimea |=50cm, de masa neglijabila.
Sistemul se roteste cu viteza unghiulara @ =3 rad /s in jurul axei
perpendiculare pe tija si care trece prin centrul de masa al
sistemului. Sa se calculeze impulsul, energia cinematica si
momentul impulsului sistemului.
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Rezolvare

! [ .
>l In raport cu axa 0x de pe
figurd pozitia centrului de masa
gura p
O = %x al sistemului este data de relatia
m, m,
® —I,m, +L,m
X =117 _q
P © m+m,

Scriem sistemul de ecuatii, ce urmeaza din aceasta relatie si
conditiile problemei

L,m, =1,m,
{Il +l, =1
din care rezulta
ol o om
m, +m, m, +m,

Impulsul sistemului, format din doua sfere mici, reprezinta

suma impulsurilor lor
P=P1+Po>.
In conformitate cu egalitatea (10.3) aceastd suma este egala cu
zero. Intr-adevar, proiectata pe axa 0Ox egalitate se scrie
P=P,—-R =a(m,l,-ml)=0.
S-a folosit relatia V= | . Energia cinetica a sferelor, considerate
2

. I
puncte materiale, este W, =%, unde | — este momentul de
inertie | =mr?, iar momentul impulsului este L=l
Lo? 1,0 2 mm,l*w? _
We =2 4222 —(mZ+ml2)L = 2 @ _75.1073],
2 2 2 2(m+m,)
m,m, | _o kgm?
L=lo=(ml2+ml2)e="T112 2 _510-279M
m, +m, S
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Problema 2
Un disc cilindric de masa m; = 2kg si diametrul d; =2m se

: o rad
roteste cu viteza unghiulard @, =10—— 1n raport cu axa sa de
S

simetrie. La un moment dat discul se cupleaza printr-o curea de
transmisie cu al doilea disc de masd m, =1kg si diametrul
d, =1m, aflat in repaus. Sa se calculeze vitezele unghiulare @, si
@, ale discurilor dupa cuplarea lor.
Rezolvare

In conditiile problemei, neglijand masa curelei de transmisie,
pentru sistemul format din ambele discuri se respectd legea
conservarii momentului impulsului
unde I, si I, sunt momentele de inertie ale discurilor. Din faptul

ca toate punctele curelei de transmisie au aceeasi viteza urmeaza

ca punctele periferice ale ambelor discuri cuplate au aceeasi viteza
d d

V=V, sau @ =am,l,, unde I, = ?1 r,= ?2 Astfel, am

obtinut un sistem de ecuatii, din rezolvarea caruia rezulta

», = a, I3 @, = 11
L, +1,n I, + 1,
Momentele de inertie ale discurilor, ce se rotesc in raport cu axele
sale de simetrie sunt

2 2
. = mlrl l, = m2r2
15— v bh=—F.
2 2
Substituind aceste expresii, obtinem
m,r, rad
a)l = (00 11 = 8 y
mr, +m,r, S
2
I rad
0)2 = 0)0 rni 1 = 16 .
r (Mg + m,r,) S
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Problema 3

Un om (considerat punct material) cu masa m; se afla pe
marginea unui disc orizontal omogen, care se poate roti liber in
jurul axei sale verticale de simetric. Masa discului este m,, iar
raza R. Omul incepe si se deplaseze pe marginea discului. In
procesul deplasarii, care dureaza pana cand omul se roteste fata de
disc cu unghiul ¢,, viteza lui variaza in timp conform legii Vv, (t).
Sa se determine unghiul cu care s-a rotit discul si momentul fortei
in raport cu axa de rotatie cu care omul a actionat asupra discului
in timpul migcarii.

Rezolvare

Asupra sistemului om-disc nu actioneaza momente externe
de rotatie, momentul impulsului acestui sistem este constant in
timp

L=L:+L2=const.
In starea initialdi omul si discul sunt in repaus, prin urmare
const =0. Luand in consideratie faptul ca discul se roteste in sens
contrar migcdrii omului obtinem c¢d momentul impulsului omului
este egal cu momentul impulsului disculuil, =L,, unde

L = l,o, =mR*(w, — ®,), (®, - viteza unghiulard a omului fatd de
disc, w, - viteza unghiulara a discului fata de sol, (w, —®,), -
viteza unghiulard a omului fata de sol),

2
m,R
L, =l,0, = 2 @,

Substituim a)lz%, @, :% unde ¢, este unghiul cu care s-a

rotit discul. Obt{inem egalitatea

m Rz[% _¢2j: m,R’ P>
' t 2t

din care determinam ¢,
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_ 2m,
m, +2m,
Conform legii fundamentale a dinamicii miscarii de rotatie a

rigidului, momentul de rotatie cu care omul actioneaza asupra
discului este

?, 2]

M =1, = TR

&.

Vom determina acceleratia unghiulard a discului €&, calculand
derivata a doua de la unghiul de rotatie.

g_dwz_dzqoz_d_z 2m, _df 2m o |-
dt  dt®  dt? m2+2m1¢ dt\ m,+2m,

daf_2m wv|__ 2m dv
dt{m,+2m R/) (m,+2m)R dt '
_ m,R? . 2m, v, mm, dy

M

2 (m+2m)R dt m,+2m  dt’

Problema 4

Un mosor este format din doua discuri omogene, fiecare
avind masa M si raza R, si dintr-un cilindru cu raza r si masa
neglijabila. Un fir infasurat in jurul cilindrului este atdrnat de
plafon. Mosorul este lasat liber atunci, cind se afld la distanta D
de plafon. Sa se calculeze acceleratia de cobordre a centrului de
masa al mosorului.

Rezolvare

Asupra mosorului, deci si asupra
centrului sau de masa, actioneaza fortele
de greutate si de tensiune din fir, orientata
verticald in jos, respectiv in sus. Cand
componenta orizontala a acestor forte este
nula, adica unghiul format de verticala cu
firul este nul, mosorul nu penduleaza.
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Centrul sau de masa se deplaseaza rectiliniu uniform accelerat, iar
mosorul efectueaza o miscare compusa din translatie si rotatie.
Scriem legile fundamentale pentru migcarea de translatie
2Ma =2Mg -T
si pentru miscarea de rotatie
le=Tr,

2
unde | :2%: MR? este momentul de inertie al mosorului in

. o o a
raport cu axa ce trece prin centrul sdu de masa, &=— este
r

acceleratia unghiulara, iar Tr este momentul de rotatie al fortei de
tensiune (sin A(?,?) =1). Elimindnd pe T din ecuatiile de
miscare rezulta:

2r’g

Problema 5

O sfera se arunca prin rostogolire, cu viteza inifiala
Vo, =10m/s, pe un plan inclinat cu unghiul a=30° fata de
orizontala. Coeficientul de frecare de rostogolire fiind ,, _ B, i
10
se calculeze acceleratiile la urcare si coborare.
Rezolvare

Sfera efectueaza o miscare compusa din translatie si rotatie,
energia el mecanicd initiala este
2 2
mVs +Ii, unde | =ng2
2 2 5
este momentul de inertie al sferei
in raport cu axa ce trece prin
centrul ei de masa. La urcarea cu
frecare pe plan o parte din aceasta
energie se transformd In energia
potentiala mglsina, unde | este
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distanta in lungul planului, parcursa de sferda la urcare. Cealaltd
parte din energia cineticd initiala se transforma, in rezultatul
lucrului fortei de frecare, in energia internd
F; -1 = uNIl = umglcos« . Legea conservarii energiei se scrie:

mvVy laf :
5t = mglsina + umglcos o .

- . : o V,
Se substituie expresia pentru |, viteza unghiulara @, =E°,
V2
distanta | = 2—0, unde a, este acceleratia la migcare. Obtinem:
u
a, =5g(sina + ucosa)/7=4.64m/s?
La coborarea pe plan energia potentiala se transforma partial in
energie cineticd de rotatie si de translatie, cealaltd parte - egala
numeric cu lucrul fortei de frecare — in energie interna,

2 Ia)Z
mglsina = +T+,umg|COSa
V2
Substituind | = 2 unde a, este acceleratia de coborare,

| =ng2 si a)=\i se obtine a, .
5 R

_ 5(sina —7,uCOSa) —25m/s?
Observam, ca a, =a. in absenta frecarii.

Problema 6
Un cilindru cu masa M, =16kg si raza R, =0,5 m se poate

roti in jurul axei sale verticale de simetrie. Pe cilindru este
infasurat un fir, fixat cu un capat pe cilindru. De celdlalt capat se
atarna un corp de masa m=1kg prin intermediul unui scripete de

masaM, =2 Kg si raza R, =0,4 m. Sa se determine:
a) acceleratia liniara a corpului de masa m §i tensiunile din fir;
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D) acceleratiile unghiulare ale cilindrului si scripetului.

Rezolvare
a) Acceleratia liniard a corpului de masa m se poate determina
rezolvand sistemul de ecuatii, ce reprezintd legile de migcare ale
corpurilor din sistem:
legea migcdrii de rotatie a corpului M, asupra cdruia actioneaza
momentul fortei T,
TR =&
legea miscarii de rotatie a scripetelui, asupra cdruia actioneaza
momentele fortelor T, si T,
TR, =Ry = 18]
legea miscarii de translatie a corpului m

mg—T, =ma.
. . MR’ M,R; .
Se substituie momentele de inertie |, = 12 Ll,= 22 2 i
relatiile  dintre acceleratiille unghiulare si  cele liniare
a a = .. .
&= R & = R In rezultat dupa transformari simple sistemul de
1 2

ecuatii devine:
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leMla,
2
M,a
T,-T,=—2°,
2 1 2
mg-T, =ma.
Rezolvand sistemul, obtinem
a)a= 2mg =1m/s* T, = Mimg  _gy,
2m+M;+M, 2m+M; + M,
g M;+M, _oN.
2m+M;+ M,
b)gl=i=2@, £2=i=2,5@.
R, S R, S

Intrebari de verificare
Sa se defineascd marimile fizice: a) momentul impulsului rigidului in raport
cu un punct; b) momentul impulsului rigidului in raport cu o axa; c)
momentul de inertie al rigidului. Ce relatii leagd aceste marimi fizice
calculate in raport cu: a) o axa de rotatie fixa, arbitrara; b) o axa principala
de inertie?
Sé se formuleze legea fundamentalad a dinamicii rigidului in rotatie in jurul
unei axe fixe.
Fie ca momentul de inertie al unui sistem de rigide, in rotatie in jurul unei
axe fixe, creste in timp (variaza pozitia rigidelor fatd de axa de rotatie). Ce
se intampla cu viteza unghiulara a sistemului?
Fie un inel ce se rostogoleste, fara alunecare, din varful unui plan inclinat.
Care este expresia de calcul a energiei cinetice a rigidului?
Sa se compare si sa se comenteze analogia dintre marimile fizice, relatiile si
legile, ce descriu miscarile de translatie si de rotatie ale unui rigid.
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I11. Bazele teoriei relativitatii restranse

§ 17. Principiul relativitatii in mecanica si in
electromagnetismul clasic

17.1. Principiul relativitatii in mecanica clasica

Principiul relativitatii, formulaz de catre Galilei, se enunta:
migcarea rectilinie i uniforma a sistemelor inertiale de referintd nu
influenteaza desfasurarea in raport cu aceste sisteme a proceselor
mecanice. Acest principiu postuleaza echivalenta tuturor
sistemelor inertiale de referintd. O urmare directd a lui consta in
aceea ca starea de miscare rectilinie si uniforma a unui sistem de
referintd nu poate fi detectata prin nici un experiment mecanic. O
altd formulare a principiului relativitatii-formularea newtoniana—
se bazeaza pe transformarile Galilei.

Consideram doua sisteme inertiale de referinta K si K’ |
originile carora coincid la momentul t;=0. Sistemul K este

imobil, iar K’ se deplaseaza fatd de el cu viteza V =const (fig.
3.1). Se noteaza cu t,t’ timpul masurat in K, respectiv K’

Y

Fig. 3.1.

si se considera, fara deducere, ca distanta dintre doud puncte
masurata din diferite sisteme inertiale de referintd este aceeasi,
adica absoluta. Scriem vectorul de pozitie al punctului P 1in raport
cu K sirespectiv cu K’
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K K’
F=Vt+r' Fr=F-Vt (F=Vt+r'). (17.1)
Prin urmare,
t=t', (17.2)
adica si timpul se postuleaza ca este absolut, independent de starea
de miscare a sistemelor inertiale de referinta. Evident, din (17.2)
rezulta simultaneitatea absolutd a evenimentelor in raport cu orice
sistem inertial de referintad. Relatiile (17.1)—(17.2) reprezinta
transformarile Galilei, care pot fi scrise si in forma scalara:

K K’

x=x"+V,t X'=x-V, t'

=y'+V, t '=y-V t'

y=y+y,to y=y=v, (17.3)
z=7"+V,t '=z2-V,t'

t=t t'=t

Prin derivarea primei egalitati din (17.1) se obtine legea
compunerii vitezelor in mecanica clasica

ar_dr vV vev+v, (17.4)

dt dt
o urmare directa a careia este caracterul absolut al vitezei relative a
oricaror doua puncte. Astfel, pozitia reciproca si viteza relativa a
doud puncte materiale arbitrare sunt invariabile fata de sistemul
inertial de referinta, adica fatd de transformarile Galilei (17.1)-
(17.3). Prin urmare, sunt invariante fata de aceste transformari si
fortele de interactiune dintre punctele materiale, care depind numai
de pozitia reciprocd si viteza relativa a acestor puncte. Prin
derivarea (17.4) se obtine cad acceleratia este aceeasi in diferite
sisteme inertiale de referintai: a=a’. Generalizand rezultatele
expuse se ajunge la concluzia ca legile mecanicii sunt invariante la
trecerea coordonatelor si timpului de la un sistem inertial la altul:

K K’

F=ma, F,=-F,, F'=ma, F,=-F| , (17.5)
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unde m=m’ este masa punctului material supus actiunii fortei F ,
respectiv. F' (F =F'). Astfel, principiul relativitatii lui Galilei,
formulat de catre Newton, se enunta astfel: legile mecanicii sunt
invariante in raport cu grupul de transformari Galilei (17.1)-(17.2).

17.2. Principiul relativitatii in electrodinamica clasica

Principiul relativitatii din mecanica clasica a fost repus in
discutie in jumadtatea a doua a sec. XIX in legatura cu extinderea
lui asupra fenomenelor electromagnetice. In acea perioadd se
considera ca undele electromagnetice, deci si lumina, Se propaga
printr-un mediu elastic, numit eter, care umple vidul interplanetar
si intramolecular. Sistemul de referintd, legat cu eterul universal si
imobil, se considera sistem unic, absolut, in raport cu care ar fi
posibila determinarea vitezei absolute a Pamantului in miscare in
jurul Soarelui. In vestitul siu experiment, efectuat cu acest scop,
Michelson a considerat un sistem de referinta identificat cu eterul
imobil si un altul-cu Pamantul, in particular cu insusi aparatul de

masurd utilizat, in miscare orbitald fatd de eter cu viteza V .
Neobtinerea rezultatului asteptat, adica infirmarea ipotezei
existentei unui eter imobil ( a unui sistem de referintd imobil,
absolut) si constatarea ca viteza luminii este invariabila in raport
cu sistemele de referintd indicate, deci nu respecta legea
compunerii vitezelor din mecanica clasica, au facut ca rezultatul
experimentului lui Michelson sa fie considerat “negativ®. Ulterior,
experimentul a fost repetat in diverse conditii, cu aparatura
perfectionatd, deci justetea lui nu putea fi pusd la indoiala, dar
totdeauna rezultatele au fost “negative*.

A devenit clar ca se comite o gresala in interpretarea
teoretica a rezultatelor: principiul relativitatii lui Galilei si, in
particular, legea compunerii vitezelor (17.4) , nu sunt aplicabile
procesului de propagare a undelor electromagnetice. Totodata, s-a
constatat ca ecuatia undei electromagnetice nu este invarianta fata
de transformarile Galilei. Deci, la fel se comporta si sistemul de
ecuatii al lui Maxwell — baza electrodinamicii clasice — din care
rezulta ecuatia undei electromagnetice.
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Contradictiile aparute intre rezultatele experimentale, teoria
electrodinamica si principiul relativitagii lui Galilei au impus
inlocuirea transformarilor Galilei prin altele, in raport cu care sa
ramana invariante atat ecuatiile ce descriu fenomenele mecanice
cat si cele care descriu fenomenele electromagnetice. Aceste noi
transformari au fost stabilite de catre Lorentz. La momentul
elaborarii, transformarile Lorentz erau lipsite de o semnificatie
fizica concretd, fiind considerate niste relatii artificiale, introduse
cu scopul de a elimina contradictiile indicate.

§18. Postulatele teoriei relativititii restranse.
Relatii de transformare Lorentz

18.1. Principiile teoriei relativititii restranse

Deficientele aparute odata cu aplicarea principiului
relativitatii  mecanicii  clasice la studierea fenomenelor
electromagnetice au fost eliminate de catre Einstein care, in 1905,
renuntand la notiunile de eter universal, spatiu si timp absolut, a
pus bazele unei mecanici noi, numita mecanica relativista. Teoria
elaborata pentru sisteme inertiale de referintd, numita teoria
relativitatii restranse, se bazeaza pe doua principii (postulate ).

Postulatul | constituie o generalizare a principiului
relativitatii lui Galilei asupra tuturor fenomenelor fizice: in orice
sisteme inertiale de referintd, in unele si aceleasi conditii,
fenomenele fizice decurg la fel. Deci toate legile fizice sunt
invariante in raport cu sistemele inertiale de referintd. Toate
sistemele inertiale de referintda fiind echivalente, nici un
experiment fizic nu poate pune in evidenta starea lor de repaus sau
de miscare uniforma rectilinie .

Postulatul Il rezulta direct din rezultatele experimentului lui
Michelson, care a scos in evidentd faptul cd viteza luminii in vid
nu depinde de miscarea sursei de lumina, ea are aceeasi valoare

c=3-10° r% fata de toate sistemele inertiale de referinta, este o

constanta fizica fundamentala. Astfel, teoria relativitatii restranse
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postuleazd invarianta vitezei maxime de propagare a
interactiunilor, egala cu c, In raport cu orice sistem inertial.

Aceste doua postulate impun negarea conceptiilor clasice de
timp si spatiu absolut, fiind 1n contradictie cu ele. La contradictia
mentionata se poate ajunge prin mai multe exemple. Sa analizam
unul din ele.

Fie ca la momentul t, =0 originile 0 si 0" a doua sisteme
inertiale K si respectiv K’ coincid si in ele se produce un impuls
instantaneu de lumina (fig.3.2). Sistemul K' se deplaseaza in
lungul axei Ox cu viteza V = corist . Propagandu-se cu viteza ¢,
lumina atinge la momentul t, fata de sistemul K, suprafata unei
sfere cu centrul in O siraza ct. In raport cu sistemul K’ impulsul
s-a produs in momentul '[(') =0 i in momentul t'=t lumina
atinge suprafata unei sfere de aceiasi razd ct, insd cu centrul in
0’, situat in acest moment la distanta V't de la 0. Astfel, daca se
mentine caracterul absolut al timpului, se ajunge la absurd:
impulsul de lumind trebuie sa ajungd simultan in puncte, ce apartin
suprafetelor a doua sfere diferite.

18.2. Relatiile de transformare Lorentz
Relatiile de transformare Lorentz, elaborate pentru a mentine
invarianta fata de sistemele inertiale a ecuatiilor electromagnetice,
si-au gasit o interpretare fizica doar in cadrul teoriei relativitatii
restranse, fiind extinse asupra tuturor fenomenelor fizice.
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Postulatele, puse la baza teoriei relativitatii restranse, permit
obtinerea relatiilor de transformare ale lui Lorentz.

Consideram doua sisteme inertiale de referinta K si K'.
Sistemul K' se deplaseazd fatdi de K cu viteza V =const
orientata in sensul pozitiv al axei 0x. Intre coordonatele X' si X
ale unui punct oarecare exista o relatie de dependenta care trebuie:

1.sa fie liniard , deoarece unei pozitii a punctului considerat
fatd de K 1i corespunde o singura pozitie fatd de K';

2.sa se reduca la relatia de transformare Galilei in cazul
V <<c.

Aceasta relatie se scrie
X'=a(x-=Vt). (18.1)

Intr-adevar, relatia (18.1) este liniara si trece in formula lui Galilei
pentru « =1. Pe baza postulatului I dependenta lui x de x’ se
poate obtine doar schimband semnul vitezei V :

X=a(xX'+Vt'). (18.2)
In situatia considerati y'=y, z'=z. Daci se substituie x' din
relatia (18.1.) in (18.2), rezulta :

x=ala(x-Vt)+Vt], Xx=a’x—aVt+aVt',

U=ats 2 (1-a?) . (18.3)
oV
Daca se substituie X din relatia (18.2) in (18.1 ), atunci se obtine:
t=at + 2 (a?-1). (18.4)
oV

In concluzie: t #t’. Ecuatiile ( 18.1)—( 18.4), ce satisfac postulatul
I, contin coeficientul necunoscut « , care poate fi determinat daca
se recurge la postulatul II. Presupunem ca la momentul t; =ty =0
din originea comuna a sistemelor K si K’ incepe sa se propage in
lungul axei ox un semnal de lumina. Conform postulatului 11
viteza semnalului fatd de ambele sisteme este aceeasi, anume C.
Prin urmare:

x'=ct’, (18.5)

X=ct. (18.6)
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In egalitatea (18.5) se substituie relatiile (18.1) si ( 18.3) si din
expresia obtinuta se determina X,

a(Xx=V1) = cat+ -2 (1-a?),
aV

1+!
_ (C+V)t —ct C
1+£_ c +£_L
A vV a®Vv vV a?V
In conformitate cu relatia (18.6) avem x =ct, prin urmare,
1+!
C
= 18.7
L (18.7)
V. a?V

Substituind aceasta expresie in formulele (18.1), (18.3) si in
(18.2), ( 18.4) se ajunge la relatiile de transformare Lorentz din K
in K’si, respectiv, dinK "in K :

K-> K K’"—> K
W = x-Vt X'+t
2 ! N 2’
LV 1V
c c
=y A ¢LX:)
2'=17 1=1
t——X t’+l2x’
t' = C = t:%
LY 1V
c c

La limita nerelativista \% — 0 transformarile Lorentz trec in

transformarile Galilei, respectandu-se principiul de corespondenta:
relatiile care exprima noul enunt al legilor fizice contin relatiile
anterioare drept cazuri particulare.
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Transformarile Lorentz demonstreazd c¢d coordonatele
spatiale si timpul de producere a unui eveniment sunt legate
reciproc. La trecerea de la un sistem inertial de referinta la altul, de
asemenea inertial si in miscare fata de primul, se modifica atat
coordonatele spatiale ale evenimentului considerat, cat si
momentul de timp ce 1i corespunde .

Matematicianul H. Minkowsky a introdus notiunea de Spafiu
cvadridimensional in care, pe linga coordonatele spatiale
X, =X,X,=Y,X;=2 existd si a patra coordonatd X, =icCt

(i=+v-1), numiti coordonati temporali. In  spatiul
cvadridimensional intervalul dintre doua evenimente, adica
"distanta” S dintre doud puncte ale acestui spatiu se scrie
5% = (A% )"+ (A%, )+ (A%, )+ (A, ) =
= (Ax)* +(Ay ) +(Az) —c?(At) (18.9)
si este invarianta fatd de transformarile Lorentz, adica s = (s')?,
(AXY +(Ay ) +(Az) —c?(At) =.
(AP + Ay R+ (A2F —c*(AUF.  (18.10)
Invarianta se verificd usor prin substituirea transformarilor
(18.8) in egalitatea (18.10). Pentru comparatie, amintim ca distanta
dintre doud puncte 1n spatiul tridimensional se scrie
d? =(ax, ] +(ax, ) +(ax, ) = (Ax)" +(ay) +(az) (18.11)
si este invarianta fata de transformarile Galilei .
Introducerea spatiului cvadridimensional evidentiaza faptul
ca spatiul si timpul nu pot fi izolate. Prin izolarea lor se ajunge la

Spatiul absolut si timpul absolut —notiuni valabile numai pentru
viteze V <<c.

18.3. Consecinte cinematice ale transformairilor Lorentz
Teoria relativitatii restranse a produs schimbari conceptuale
in cinematica, legate de urmatoarele doua aspecte ce se desprind
din transformarile Lorentz: coordonatele patio—temporale ale unui
eveniment depind de sistemul inertial de referinta la care sunt
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raportate, adica sunt relative; transformarile Lorentz trec in
transformarile Galilei daca V <<c.

Consecintele cinematice ale transformarilor Lorentz se
studiaza in cursul liceal. De aceea, in cele ce urmeazi, le vom
analiza succint, considerand doua sisteme inertiale K si K'. K’ este
in migcare fatd de K cu viteza V , orientatd in lungul axei 0X.

a) Relativitatea simultaneitdtii si a colocalitatii a doua
evenimente. Succesiunea evenimentelor .

Consideram doud evenimente cu coordonatele spatio—
temporale (x,, ¥y, z;,t,), (X,, Y,, Z,, t,) in raport cu sistemul K si
(X, Y1, 2, ), (X5, Y5, Z5,t;) in raport cu K'. Determinam
diferentele coordonatelor acestor doua evenimente

in raport cu K in raport cu K":
AX=X, =Xy Ay =Y, =Y, AX ==X, AY'=Yy;,-Y
Az=17,-12,, At=t,-t, AZ'=27,-2], At'=t)-t.

Substituind in aceste diferente transformarile respective ale lui
Lorentz (18.8) se obtin expresiile:

K - K K-> K’
1 AX:AX +V?t Ax’:AX_V?t,
LV LV
c c
2. Ay=4y" (18.13) AY =Ay, (18.13)
3. Az=A7", AZ'=Az |
At'+l2Ax' At—lex
4. At:—c2 . At’:%
LV 1V
C C

Fie in K evenimentele se produc in acelasi punct, adica sunt
colocale, Ax=0, dar nu sunt simultane, At=0. Atunci din prima

relatie (18.13") urmeaza AX'#0, adica evenimentele nu sunt
colocale in alte sisteme inertiale. Colocalitatea nu este invarianta
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fatd de transformarile Lorentz. Daca in K cele doud evenimente
sunt simultane At =0, dar nu sunt colocale Ax=0, conform
relatiei a patra din (18.13") avem At’'#0. Prin urmare, in teoria
relativitatii restranse simultaneitatea este de asemenea relativa,
depinzand de sistemul inertial de referinta.
In cazul in care cele doud evenimente sunt colocale si
simultane in K ,Ax=0, At=0, din egalitatile (18.13") urmeaza
=0, At'=0, adica evenimentele sunt colocale si simultane si

fata de K'. Acesta este cazul simultaneitatii absolute.
Modificand egalitatea a patra din (18.13"), obtinem :

R 1_1& _lv

_ - ¢’ Azt (18.14)
/1_\L /1_\L /1_7

unde v= A_t reprezintd viteza de propagare a unui semnal (viteza

de producere a unui proces ), care porneste din X, in momentul t;
(inceputul procesului) si ajunge in X, in momentul t, ( sféarsitul
procesului).Vitezele din relatia (18.14) respectd inegalitatile:

Vv . ) L.
v<c,V<c,1-—v=0. Prin urmare, succesiunea in timp a
C

evenimentelor nu se modifica: t, >t,, t, >t/, evenimentul efect se
produce mai tarziu decat evenimentul cauza. Succesiunea
evenimentelor cauza—efect are un caracter absolut.

b) Contractia lungimilor.

Consideram aceleasi sisteme inertiale K si K'. O bara in
repaus fatd de K este plasata in lungul axei o'x’. Fata de acest
sistem lungimea barei, numita lungime proprie, este

I'=1, =%, —X; =AX’
si masuratorile coordonatelor capetelor barei pot fi facute in
momente diferite de timp, At’'#0. Fata de K bara se misca cu
viteza V si are lungimea
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I =%, —x =AX,
coordonatele x, si X, fiind, in mod obligatoriu, masurate in acelasi
moment, At =0. Atunci prima egalitate din (18.13") devine:

AT/Z _ Ivz . (18.15)
R

1<, . (18.16)

Am obtinut ca dimensiunea unui corp, in directia miscarii sale fata
de un sistem inertial arbitrar, este mai mica decat dimensiunea sa
proprie.

Daca bara ar fi in repaus fata de K, in mod analog s-ar obtine

I'<l=I,. (18.17)

Astfel, In ambele cazuri bara se contractd in raport cu
sistemul de referintd fata de care se misca. Din formula (18.15)
rezulta ca corpurile nu pot avea viteze V>c, deoarece
dimensiunea liniard a corpului ar deveni nula pentru V =cC si
imaginard pentru V > C.

c) Dilatarea intervalelor de timp.

Consideram un eveniment care decurge intr—un punct x’ al
sistemului K'. Fata de K’ coordonata spatiala a evenimentului este
fixa, adica Ax'=0 si evenimentul dureaza un timp, numit timp
propriu,

AX' =1, =

Evident, ca

At =ty =t) -t/ . (18.18)
Fatd de K evenimentul incepe in punctul X, la momentul t; si se
termind in X, la momentul t, , adica are durata
At=t,—t,.
Relatia a patra din (18.13) in care se ia in consideratie ca AX'=0,

devine:

At = At _ t,

VE Ve
\/1_cz \/1_02

114




Astfel, am obtinut ca
At > t,. (18.19)

Daca evenimentul are loc intr-un punct fix fatd de K ( Ax==0) si
durata lui In acest sistem este At =t,, atunci pentru durata lui fata
de K’, din relatia a patra (18.13") se obtine:

t
A=A __ b

V2 V2
\/1_c:2 Jc

At'> At =t,. (18.20)

Din relatiile (18.18)—(18.20) rezulta ca observatorul, fata de
care evenimentul are coordonatd spatiald in miscare rectilinie si
uniforma, determina pentru durata acestuia un interval de timp mai
mare (pentru el timpul se dilatd), decat observatorul, in raport cu
care evenimentul decurge intr-un punct in repaus si care masoara
timpul propriu in care decurge evenimentul. Altfel spus, in
sistemul de referintd propriu timpul se scurge mai repede decét in
orice alt sistem inertial fata de care sistemul propriu se deplaseaza
si in care toate procesele fizice sau biologice decurg mai lent decat
in sistemul propriu.

Fenomenul dilatarii relativiste a timpului a fost verificat
experimental prin inregistrarea la suprafata Pamantului a
particulelor elementare, numite mezoni p si mezoni ©. Aceste
particule apar in straturile superioare ale atmosferei Pamantului (=
10 +20 km ) sub actiunea radiatiei cosmice, au timpul propriu de
viagd t, ~107°s si viteza V =2,99~108f%. Daci n-ar exista
efectul relativist de dilatare a intervalului de timp, atunci fata de

observatorul de pe Pamant particulele ar reusi sd strabata distanta
t,V ~700m. In realitate durata vietii particulelor fati de

observatorul terestru este:




astfel ca ele reusesc sa strabata distanta pana la Pamant .
d) Compunerea relativista a vitezelor.
Fie un punct material in miscare fata de K si K’, avand

proiectiile vitezei v, ,v,,V,

si respectiv V', V|

y ,V,,, definite astfel:

Vv —% vV, =—, V —%'
*odt Y ot dt ]
, X', , dz’

VX=_!’ =0 vV, = ;e

dt Yoo dt dt

Vom obtine relatiile dintre aceste proiectii,

substituind 1in

definitiile acestora transformarile Lorentz in forma diferentiala:

dx'+Vvdt’ , dx-Vdt
dx=—2, dx ="
-V LV
o c c?
dy=dy’. dy’ = dy, (18.21)
dz=dz', dz' =dz,
dt'+l2dx' dt—izdx
dt=+2 dt’'=——C _
LV LV
Cc c?

Obtinem proiectiile vitezei in raport cu K

exprimate prin

proiectiile respective in raport cu K’ si invers,

dx’+vdt’ v, +V

VX
dt’ +—dx 1+Xv’

2
dyw/l—v—

(18.22)
e dt’ +—dx 1+Xv’
2 2
dz’ 1/1—\/— 1/1—\/—
1+—v’



, dx— th v, -V

VX
dt——dx 1- Xv

dle—ﬁ ,/ —V—z
(18.23)

dt——d 1——v
2 2
dzwfl—v— 1/ —V—
t——dx 1——v
c? c?

Fie punctul material se miscd in lungul axei o0x, atunci
vV, =V,V, =V, v, =v,=Vv, =V, =0. Din formulele (18.22)
urmeaza:
V' +V
1+C—2v

Grupurile de relatii (18.22), (18.23) si (18.24) reprezinta
legile de compunere ale vitezelor in mecanica relativista. Pentru
viteze mici, v<<c, din (18.24) se obtine v =V’ +V, deci legea
compunerii vitezelor in mecanica clasicd. Daca un semnal de
lumina ce se propagd cu V' =c fatd de axa 0'x" a sistemului K’
viteza sa fata de K este:

c+V

1+ ch
C
Semnalul de lumina are aceeasi viteza si fata de K,
confirmandu-se principiul doi al teoriei relativitatii restranse. Daca
si K’ are viteza V =c se obtine:
C+C

c
1+—2c
c
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Acest rezultat evidentiaza faptul ca viteza luminii in vid este
0 viteza maxima, ce nu poate fi depasita.

§19. Notiuni de dinamica a teoriei relativitatii
restranse

Dinamica teoriei relativitatii restrdnse prezintd deosebiri
esentiale fata de dinamica clasica, legate de modificarea atat a
notiunilor cinematice fundamentale, (a se vedea §18), cét si a
notiunilor dinamice de masa, impuls, energie, forta. Desigur, legile
universale de conservare a impulsului si energiei—consecinte ale
omogenitatii spatiului si, respectiv, a timpului—raman valabile, la
fel ca si principiul inertiei, utilizat la definirea sistemului inertial.
Dar legea fundamentala a dinamicii clasice,

F=m——0o (19.1)

in care m si F se considerd aceleasi in toate sistemele inertiale,
nu este invarianta fatd de transformarile Lorentz. Se impune o
reformulare a ei prin modificarea notiunii clasice de masa a
corpului, modificare dictata si de rezultatele experimentale: inca la
finele sec. XIX s-a observat ca masa electronilor accelerati
depinde de viteza lor.

19.1 Variatia relativista a masei

Pentru determinarea legii de variatie a masei cu viteza este
necesar sa se defineasca masa corpului in raport cu sistemul
inertial, fatd de care corpul considerat este in repaus. Aceastd
marime, numita masa proprie sau masa de repaus, se defineste ca o
marime scalard, invariabild fata de sistemul inertial de referinta
considerat.

Dependenta dintre masa proprie m, a corpului §i masa sa m

in raport cu un sistem, fata de care corpul are viteza V , se deduce
pe baza legii de conservare a impulsului si a formulei relativiste de
compunere a vitezelor (asa-numitul rationament Talman ).
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Vom folosi doud sisteme inertiale de referinta K si K'.
Sistemul K’ este in miscare fata de K cu viteza V , orientata in
sensul pozitiv al axei 0x. Consideram doua particule, identice
atunci cand se afla in stare de repaus, cu masele proprii m,, care se

ciocnesc neelastic. Fata de K', inainte de ciocnire, particulele se
deplaseaza una spre alta in lungul axei 0'X’ cu viteze egale in
modul cu V . Dupa ciocnire, in conformitate cu legea conservarii
impulsului, particulele riman in repaus in raport cu K'. Inainte de
ciocnire particula ce se deplaseaza in sensul pozitiv al axei 0x, are
masa m, si viteza vi fatd de K, calculatd conform formulei
relativiste de compunere a vitezelor(18.24),

v, =Y J;/\Z/ - 2\\//2 , (19.2)
4+ pe
C C
lar cealalta particuld are fata de K viteza v,, calculatd conform
aceleasi formule

1+

Prin urmare, masa partilulei a doua fati de K este m, =m,. In
raport cu K legea conservarii impulsului se scrie:

myv, =(m, +m, )V . (19.3)
Se substituie relatia (19.2) in egalitatea (19.3). Rezulta
V 2
1+ —-
2V 2
m, V2 _(m1+mo)v ) m, =m, \(/:2
1+ ) 1_?
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2

Prin substituirea relatiei (19.2) in expresia 1_c_§} se ajunge usor

vz’
2 2 l—T
la identitatea: 1—V—§=1—i2 v = 02
¢ ¢ V2 1+L
1+CT CZ
Prin urmare:
m
m = 0 =
Vl
l_CT

In general, daci un corp cu masa proprie m, are viteza v fata de

un sistem inertial, atunci masa lui fata de acest sistem este :
mO

2
1Y,

C

Din aceastd formula, numita relafie de variatie relativista a
masei cu viteza, rezulta ca masa, ca masura a inergiei corpului, este
cu atit mai mare, cu cat viteza corpului este mai mare. Pentru
viteze mici, v << ¢, se obtine, in conformitate cu mecanica clasica,
m=m,. Pentru viteze mari masa particulei creste rapid odata cu
viteza, tinzand spre infinit, adica inertia corpului tinde spre infinit.
Aceasta Inseamna ca nici un corp nu poate avea o viteza mai mare
ca viteza luminii in vid si nici macar nu o poate atinge, deoarece ar
trebui o fortd infinit de mare ca sd invingd inerfia corpului.
Totodata, din ( 19.4) urmeaza ca nu are sens considerarea masei ca
0 masura a cantitatii de materie continuta in corp, care ar varia la
schimbarea sistemului de referintd. Justetea relatiei (19.4) a fost
confirmatda experimental. De exemplu, a fost masurata
experimental variatia sarcinii specifice a electronilor accelerati
odata cu cresterea vitezei lor. S-a constatat o foarte buna
concordanta intre expresia (19.4) si rezultatele experimentale.

m= (19.4)
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19.2. Impulsul relativist. Legea fundamentala a dinamicii
relativiste
Prin substituirea formulei (19.4) in definitia impulsului
punctului material se obtine expresia pentru impulsul unui punct
Mmaterial in mecanica relativista, numit impuls relativist:
- m,V

P=mv= (19.5)

o
Conform relatiei (19.5) impulsul relativist creste odata cu viteza nu
numai datorita factorului v, la viteze apropiate de viteza luminii in
vid cresterea vitezei se datoreaza in special cresterii masei. Atat
date experimentale, cat si legea universald a conservarii impulsului
indicd ca impulsul relativist al unui sistem izolat de puncte
materiale se conserva in timp:
N -
MM _ corist . (19.6)

Variatia 1n unitatea de timp a impulsului relativist al unui sistem
neizolat este egald cu rezultanta fortelor externe ce actioneaza
asupra sistemului. Legea fundamentald a mecanicii relativiste,
invariantd fatd de transformadrile Lorentz, scrisa pentru un punct
material in raport cu un sistem inertial arbitrar, are aspectul:

Sm=F s LMY _|_g (197
dt at| [
v

FortaF , ce actioneazi asupra punctului material, si impulsul lui
relativist (19.5) nu sunt invariante fata de transformarile Lorentz.
Regulile de transformare a fortei si impulsului la trecerea de la un
sistem inertial de referintd la altul se obtin din conditia de
invarianta a legii (19.7) si relatiile de transformare a timpului si
vitezei punctului material.

121



Toate fortele din natura au valori si timp de actiune finit, deci
conform legii (19.7), nu pot imprima punctelor materiale

(corpurilor) impulsuri infinit de mari . Totodatd, limP =0,

V—>C
_dP o : :
|Imd—=oo. Deci, si din legea (19.7) se impune concluzia, ca

v—oc dt

viteza corpurilor in raport cu orice sistem inertial nu poate atinge
valoarea, egala cu viteza luminii in vid. Din aceeasi lege (19.7)
rezultd egalitatea

E(m\*/):mﬂ+\7d—m: F,
dt dt dt
din care se exprima acceleratia punctului material:
a=ﬂ=l(ﬁ-vd—m . (19.8)
dt m dt

Din formula (19.8) urmeaza: in mecanica relativistd acceleratia

imprimata punctului material depinde atit de forta F ce
actioneaza asupra lui, cat si de variatia in timp a masei sale;
acceleratia este orientata la fel ca si forta F doar in anumite cazuri
particulare, pe care le vom cerceta in §19.3. Deocamdata
observam, cd legea fundamentald a mecanicii clasice rezultd din
legele (19.7), (19.8), daca v<<c si dm=0.

In spatiul cvadridimensional impulsul reprezinti un
cvadrivector. O marime fizica este un cvadrivector daca proiectiile
sale pe axele spatio-temporale, numite componente ale
cvadrivectorului, se transformi in conformitate cu transformarile
Lorentz la trecerea de la un sistem inertial de referinta la altul.
Componentele cvadrivectorului impuls pe axele indicate sunt :

m,Vv myV,
X =X, Pl:—X21 X =Y, P2:—2,
1-Y 1-Y
2 2
C c
m,Vv . m,ic
X; =2, Pp=—2X, x,=ict, P, =—2 (19.9)
v v
1-— 1-—
C C
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Deoarece in spatiul cvadridimensional partea stanga a relatiei
(19.7) reprezinta un cvadrivector, rezultd ca si partea dreapta este
un cvadrivector, numit cvadriforta. Componentele cvadrifortei se
obtin din legea fundamentala (19.7), scrisi pe componente in
spatiul cvadridimensional. Prezentdm componentele cvadrifortei
numai pentru x, =X, si X, =itc:

F
X, =X, i MoV = =—=F
dt, V2 2
o) e
2
df MVy g bV (19.10)
dt V2 ? "
iy
- Fv
X4:itc1 i mOIC :l :F41
d 0 v? c v?
- -5
- 2 -
df_mle | g 1-Y _LEv. (19101
dt v2 c° C
1-—
C

Derivatele din grupurile de relatii (19.10.x)-(19.10.t) se
calculeaza in raport cu timpul propriu t;si cu timpul t fata de un
sistem inertial arbitrar. In aceste grupuri de relatii F,, F,, F;, F,
reprezintd componentele cvadrifortei pe axele indicate.
Componentele spatiale F, F,, F, sunt exprimate prin proiectiile
respective ale fortei pe axele X, Y, z ale sistemului de coordonate
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in spatiul tridimensional si, in conformitate cu principiul de
corespondentd, sunt egale cu ele in cazul nerelativist vV <<cC.

19.3. Energia cinetica. Legea interdependentei dintre
masa si energie. Relatia relativista dintre energie si impuls
O consecinta extrem de importanta a variatiei masei cu viteza
este relatia dintre masa si energia corpului-relatie universal
valabild, cu implicatii in toate domeniile fizicii moderne. Vom
obtine aceasta relatie, pornind de la teorema variatiei energiei
cinetice:
dw,_ = FdF = Fvdt
in care se substituie formula (19.7):
d, myV m, dv myw  dv

dw, =— vdt = —+ vdt =
¢ dt( Vz) ( LNy % dt)
R
V2
m,vdv c? m,vdv m _
=2 1 ~)=—> =c’d(—===) =c%dm;(19.11)

1+ =

2 v 2\% 2

-V 1 (1_Vj -
C c c2 C

N 1 -
[vdv:zd(vz):zd(vz):vdv, W=V’ j

Am obtinut relatia dintre variatiile elementare ale energiei cinetice
si masei relativiste. Se integreaza relatia (19.11) considerand ca
corpul cu viteza vo = 0 are energia Wo, iar corpul in miscare cu
viteza v-energia W. Atunci, diferenta ( W-Wo) reprezinta energia
cineticai a corpului in mecanica relativista. Mentiondm, ca
energiile W o, W nu includ energia potentiala in campuri de forte.

Vv 2
W, =W ~W, = c? [ d(-2—) = 0

2 2
S
c C

=mc? —myc’ (19.12)

—m,c’ =
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Vom analiza relatia obtinutd (19.12) dupa ce vom constata cd ea
urmeaza si din relatia (19.10.t)), existenta doar in spatiul
cvadrimensional — anume componenta temporalda a legii
fundamentale a dinamicii relativiste,

: 2
lﬁ\*,:E mei C ,ﬁvzi m,C |
c dt v2 dt v2

ot o
=_
Fv=—{(mc’

")

Termenul din partea stanga reprezintd lucrul mecanic al fortei n
unitatea de timp , egal cu variatia energiei corpului in unitatea de
timp:

dw

Fv= al (19.13)
Atunci, obtinem egalitatea:
W _ 9 (ne), 19.14)
dt dt

sau dW =c*dm. Integrind ultima egalitate in limitele variatiei
masei de la m, la m, cérora le corespunde variatia energiei de la

Wo la W, obtinem relatia (19.12):
W m
IdW =c’ jdm , W -W, =mc® -m,c’.
WO

My
Astfel, justificarea experimentala a relatiei (19.12) justifica si
teoria spatiului cvadridimensional ( spatiul Minkowsky ).

Conform relatiei (19.12) energia cinetica a unui corp cu
viteza ce se apropie de viteza luminii in vid creste rapid si difera
cu mult de energia cineticd calculatd conform relatiei clasice. In
cazul nerelativist, v<<c , apeland la dezvoltarea in serie Taylor,
obtinem expresia energiei cinetice din mecanica clasica:
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=l+-——=+-——+..=l+——,
2 2¢® 8¢t 2c?
-5
c
2 2
W, =mc 1+ 1Y g |- MoV
2¢C 2

Energia corpului intr-un sistem inertial, fata de care se misca cu
viteza v, este

W=—"o—=mc (19.15)

si se numeste energie totald. Energia corpului in sistemul inertial
propriu
W, = m,c? (19.16)
se numeste energie de repaus, sau energie proprie. Aceasta
energie este dependenta de componenta si starea internd a corpului
Conform relatiilor (19.11), (19.12) trecerea de la starea de
repaus la cea de miscare determind o variatie a energiei, legatd de
variatia masei:

(19.17)
AW = c*Am

Relatiile (19.15)—(19.17), numite relatiile lui Einstein, exprima
legea fundamentala de interdependenta dintre masa si energie:
orice corp (particuld) care are masa, are si energie; oricarei variatii
a masei 1i corespunde o variatie a energiei si invers. Conform
acestor relatii, odata cu conservarea energiei are loc §i conservarea
masei. Astfel, spre deosebire de mecanica clasica, in care exista
doua legi separate de conservare a masei §i a energiei, in mecanica
relativistd exista numai legea conservarii energiei. ESte important
sa accentuam, ca relatia (19.17) nu este o relatie de identitate a
masei cu energia, ea stabileste proportionalitatea dintre variatiile
masei §i energiei.

dW =c?dm }
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Legea interdependentei dintre masd si energie a fost
confirmata experimental de cercetari efectuate in domeniul fizicii
nucleare. Efectele energetice ale reactiilor si dezintegrarilor
nucleare, prezise pe baza acestei legi, se afla intr-o foarte buna
concordanta cu rezultatele experimentale.

Relatiile dintre variatiile masei §i a energiei ne permit sa
continudm analiza egalitatii (19.8)

o 2
a=Lp-odn]_1 g ¥ dme*)]
m dt m c dt

in care se substituie consecutiv formulele (19.14) si (19.13):
1= vdW | 1| V(=
d=—|F-——|=—|F-—=I\FV/|. 19.18
m{ c? dt} m[ CZ( )} ( )

Din aceasta relatie este evident ca acceleratia are aceeasi directie
ca si forta ce o imprima doar in urmatoarele doua cazuri:

a) Fortd transversala: F LV, FV=0.
Atunci relatia (19.18) se scrie:

m m,
Forta transversala provoaca doar variatia directiei vitezei, modulul
vitezei si masa corpului ramanand constante .

b)  Forta longitudinala F v, v/(Fv)=F v2.
Din relatia (19.18) rezulta :

B[ v] B[ w7
a:— 1——2 = 1——2
m| ¢ m,| ¢

2 -1
Forta longitudinala imprima corpului o acceleratie de (1—\/—2}
c

ori mai micd decit acceleratia imprimata de forta transversala de
acelasi modul. Explicatia este urmatoarea: forta longitudinala
provoaca variatia modulului vitezei, deci si al masei corpului.
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In mecanica clasicd energia cinetica si impulsul punctului
material sunt legate prin relatia:

2 2
m, vV P
W, =—2—= :
2 2m,
In mecanica relativista se deduce o relatie dintre energia totala,
energia de repaus si impuls. Din dependenta masei de viteza (19.4)

urmeaza.
2
\Y;
m?1-— |=m; .
C

Inmultind ambele parti cu ¢*, obtinem:
m?c* —m?v’c® =mlc*, W?-P%*c*=W; =inv . (19.19)
Relatia obtinutd dintre energia totald si impulsul relativist este

invarianta fata de schimbarea sistemului inertial de referinta, ca si
intervalul spatio-temporal dintre doua evenimente.

Aplicatii. Probleme rezolvate

Problema 1
Se  conmsidera  douda  evenimente  E (X Yy, 7,t) i
E,(X,,Y,,2,,t,) in referentialul K. Considerand ca referentialul

—

K" are o miscare de translatie fati de K cu viteza constanta
in sistemul pozitiv al axei ox : a)Sda se scrie coordonatele
evenimentelor E (x, =y, =z, =t,=0) si E,(X,,y¥,=2,=0,t,) in
K'; b)Sa se determine conditiile in care evenimentele E,si E, au

loc in acelasi moment in K i conditiile in care evenimentele au
loc in acelasi punct in K .

Rezolvare:
a) Coordonatele evenimentelor E, si E, inK  sunt date de

transformirile Lorentz (18.8): X =Yy,=2 =t =0 pentru
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. L X, =Vt C :
evenimentele E ,x, =——%, y,=2,=0, t,=———— pentru

1_£’ 2 2~ l_ﬁ
" ¢? c?
evenimentul E,.

b) Pentru determinarea conditiilor in care evenimentele E;

s1 E, au loc in acelasi moment in K vom apela la invarianta in

raport cu referentialele inertiale a intervalului dintre doua
evenimente,

S2=(S"), 17=c?(An)? = (I")? —c?(At")?,
unde
12 = (A)% +(Ay)* +(42)*, (I")? = (AX)* +(4y)* +(Az')*.
Deoarece At'=t, —t, =0, obtinem:

S =(1")?

Prin urmare , condifia necesara ca evenimentele sa se produca in
acelasi moment in K' este S?>0.In cazul particular in care
t,=0,t,=0 din transformarea Lorentz pentru t, urmeazi

VX S < . :
t, =—2. Considerand ca coordonatele spatiale ale evenimentelor
C

E, si E, sunt cele indicate in punctul a, rezulta:

12 = (%, — %) + (Y, = ¥)* +(2,- 7)) = X3,

. : Y
adica | = x,. Atunci At=t, =— si
c

212 2
SZ =12 -c?*(At)* =1? —cz\%zlz(l—v—z) >0, deoarece Vi
c c c

Dacd evenimentele E, si E,,cu coordonatele corespunzatoare
punctului @) au loc in acelasi punct al referentialului K ,adica
X, = X, = 0, din transformarea Lorentz pentru x, rezulti:
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X, =V, v-Xe_ 1
t, At

Conditia ca V < ¢ conduce la inegalitatea:
S? =17 —c?(At)? =V ?(At)? —c?(A1)? =
= (At)*(V* —¢?) <0,
care reprezintd conditia ca evenimentele sd se producad in acelasi
punct in K .Totodati, din transformarea Lorentz pentru t/

. . o X, . .
ludndu-se in consideratie cd V =—=<C urmeaza inegalitatea
2

V&%

1:2
2 2 2 2472 2
c ct, cty-x;, 1
t, = = 2 =2 2~ > 0.

V2 V2 vz  cit?
2 -2
Cc C C

Deci t; , are acelasi semn cu t,,adicd evenimentele se succed in

aceeasi ordine in referentialele K si K .

Problema 2
O bara cu lungimea proprie |, se misca rectiliniu §i uniform
cu viteza V paraleld fatd de axa ox a sistemului K in repaus .In
referentialul propriu K' directia barei formeaza unghiul ¢, cu
o

axa O X . Care este lungimea barei in raport cu sistemul K?
Care este unghiul ¢ dintre directia barei §i viteza sa, masurat de

un observator din K ?

Rezolvare:

In raport cu sistemul propriu K’ bara are urmitoarele
proiectii pe X'si y'
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6 ! + X

o + X

In raport cu sistemul K proiectiile lungimii barei pe x si y sunt:

V2 lov? :
I =loy 1_c_2=|0 1_C_2005¢’0; Iy =loy =lysing,.

La scrierea ultimelor relatii  s-a luat in consideratie contractia
lungimii barei pe directia miscarii. In rezultat, lungimea barei fata
de K este:

V? . V?
| = 1% +1% =I0\/(1——2)cosz<p0+sm2go0 :IO\/l——Zcoszgo0
c c

Pentru un observator solidar cu K unghiul dintre directia barei si
viteza sa satisface relatia:

I in
gp=t=— M  _ B% g gs g

1, V? V2
\/1—(:2 COS@O \/1—(:2

Problema 3
Pentru o particula libera cu masa de repaus m, Se Cere:

a)sa se exprime viteza §i energia in functie de impuls;

b)sa se exprime marimea vitezei si a impulsului in functie de
energia cineticd,

c)sa se exprime cu ajutorul impulsului si a energiei cinetice
conditia ca particula sa fie nerelativista, respectiv ultrarelativista;,

d)sa se studieze relatia dintre viteza, impuls si energia
cinetica in limita nerelativista §i in limita ultrarelativista.
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Rezolvare:
a) Cunoastem formulele:

p=mv, E=mc®, m=—"—;

respectiv pentru impulsul relativist, energia totala relativista si
masa de miscare a particulei.

Formula pentru masa de miscare se ridica la patrat si se inmulfeste
cu Ve,

Obtinem viteza V in functie de impuls.

2,,2 2

mjv p p
2,2 o 2 _ 2 2 _
mev° = > p=v (C—2+m0), v=cC

2 2.2
1_V72 P2 +mic
C
Formula pentru masa de miscare, ridicata la patrat, se inmulteste
cu c.
Dupa transformari elementare obtinem energia totald in functie de
impuls.

2 2.4 2.2
m°c” = : E®=mjc” + p°c’,

E =cmic® + p.
b) Din penultima expresie, obtinutd in punctul a) adica
E®=E; + p°c?, exprimidm v, substituind p=mv;
le2 2
m?c? E
Amintim expresia energiei cinetice relativiste
E.=E-m,c*=E-E,, din care exprimim si substituim in

V=

egalitatea de mai sus energia totala E,

S VEAE) E]  JEEH2E) __E(Ec+2myc))

E.+E, E.+E, E, +m,c?
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Deoarece din relatia dintre energia totald si impuls urmeaza:
1
p==4E*-mi*,
c

nu ne ramane decat sa substituim aceeasi expresie pentru energia
totala. Obtinem:

p= %\/Ec(Ec +2m002)-

c) O particula se considera nerelativistd, dacd viteza ei
vV <<C, adica:

v2 1
==l
C \/2

1-—

N

1
[EEY

Prin urmare, impulsul particulei p satisface conditia:
p=myV<<m,.Impunand conditia v<<cC expresiei energiei
cinetice obtinem:

1
2 2 2 2
E., =mc®—m,c® =myC (—2—1) <<myc”.
v
Ve
c
Reciproc: dacd p<<m,C® rezultd :
v
—= P ~ P <<1;

C p®+mic® mecC

daci E, <<m,c?, atunci:

v VE(E.+2myc?) E,-2mee?  [2E, o1
c E.+mec®  — myc? m,C? '

. oV
Prin urmare, conditiile: —<<1, p<<m.; E,Z<<m,*; sunt
C

echivalente in descrierea migcarii nerelativiste a unei particule

libere.
2

.. . . . \' .
Cazul ultrarelativist se realizeaza daca: 1— — <<1. Atunci:
C
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-2

Rezultd ca impulsul si energia cinetica a particulei ultrarelativiste
indeplinesc conditiile:

V2 1
1-— <<,  ——=>>1, v=c; m>>my;
c f v

_ _ mOV P
p=mv=—2==mc>>my,
2

1_

2

E. =(m-m,)c’ =mc® >>myc?.
Reciproc, daca  p>>m,Cc, atunci:

P Y
2 2.2 2
JpPemic® yp
V2 mgc? mZc?

In mod analog , daci ~ E, >>m,c?, atunci:

C

E (E.+2m.c? E?2
V=C\/ c( C 0 )

——=C =,
E.+m. E.
2
2 2.4 2
Vv m;c m,C
1-— = 0 = 2 <<1..

c (EC +myC )2 c
V2
Prin urmare, conditiile: 1-—<<1, p>>mc, E >> m,Cc’
C

sunt echivalente Tn descrierea miscarii ultrarelativiste a particulei
libere.
d) Sa obtinem relatia dintre viteza, impuls si energie

TR ...V ~ myV
Cinetica in cazul nerelativist —<<1. p= —
c

I

meV.
1-—

CZ
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Vom obtine o expresie nerelativistd pentru energia cinetica
E. ,folosind descompunerea in seria binominala Taylor, anume:

_t 2 4
) ? 1+1-V—+§ Yoy

v :
2 ¢c2 8 ¢*

2
2

I

o

Astfel, limitandu-ne la primii doi termeni, obtinem:

1 v? m,Vv?
~Dz=me’l+ = — -1 =2
) =m,c”( 5 ) 5

E, = m,c(——

)

Observam, ci: E, = 2p . In cazul ultrarelativist E >>m,c?,
mO
. E E
v=c.Atunci: p==,/E’-mic* = — = —°. Totodatd
c c ¢
v ¢ ¢

A

Intrebari de verificare
in ce constd esenta principiului relativitatii in mecanica clasici? Si se
compare acest principiu cu postulatul I al teoriei relativitatii restranse.
Sd se explice rationamentele, in baza carora se obtin relatiile de
transformare Lorentz.
Sd se demonstreze corectitudinea afirmatiei: succesiunea evenimentelor
cauzd-efect este invarianta fata de transformarile Lorentz.
in ce conditii doua evenimente sunt simultane fata de orice sistem inertial
de referinta ?
Sé& se calculeze viteza corpului, pentru care contractia dimensiunii pe
directia migcarii este de 25%.
Sé se arate ca formula relativista a compunerii vitezelor respectd postulatul
II al teoriei relativitatii restranse si principiul de corespondenta.
In baza relatiei de variatie relativisti a masei cu viteza S se arate ci nici un
corp nu poate avea sau depasi viteza luminii in vid.
Sa se explice deosebirile dintre legea fundamentald a mecanicii clasice si
legea fundamentala a mecanicii relativiste.
Sa se defineascd energia cineticd In mecanica relativista si sa se arate ca
formula de calcul a ei respecta principiul de corespondenta.

10. Si se explice legea fundamentali de interdependenti dintre masi si energie.
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V. Bazele fizicii moleculare si ale
termodinamicii

§20. Metode de studiu ale sistemelor
macroscopice

20.1. Metodele statistica si termodinamica
Una din problemele importante ale fizicii o constituie studiul
fenomenelor termice, determinate de comportarea unui numér
foarte mare de particule (atomi, molecule), de ordinul

N, =6-10° mol™, ce intrd in componenta corpului sau sistemului

considerat de corpuri, numit sistem macroscopic. Pentru a descrie
proprietatile sistemului macroscopic si fenomenele ce se produc in
el sunt necesare metode adecvate unui numar mare de particule. In
prezent se aplica doua metode, ce se completeaza reciproc-metoda
termodinamica si metoda statistica.

In prima jumitate a sec. XIX a apirut metoda
termodinamica, dezvoltatd in lucrarile lui R.Clausius, S.Carnot,
W.Thomson, R.Mayer, J.Joule, etc. Termodinamica, ca parte a
fizicii, are un caracter fenomenologic, ceea ce Inseamnd ca se
bazeazad pe sistematizarea si generalizarea datelor experimentale,
care au condus la formularea a trei principii fundamentale.
Justificarea acestor principii rezultd din succesele obtinute in
explicarea fenomenelor termice. Relatiile cantitative, prin care se
descriu transformarile energiei, permit sa se studieze proprietatile
fizice ale sistemului macroscopic in cele mai diverse procese.
Termodinamica este una din cele mai importante ramuri ale fizicii,
deoarece principiile ei sunt aplicabile pentru orice sistem
macroscopic fard a fi necesard descrierea microscopica a acestuia
si a caracterului miscarii particulelor componente.

A doua metoda, numita statistica, este cea aplicata in fizica
statistica, dezvoltatd in jumadtatea a doua a sec. XIX 1in lucrdrile
savantilor J.Maxwell, L.Boltzmann, D.Cibbs, etc. In fizica
statistica se deduc legile, ce descriu sistemele macroscopice,
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reesind din anumite modele ale structurii interne ale acestora; se
stabilesc legaturi intre proprietatile microscopice si cele
macroscopice ale sistemului cercetat, adica se explica proprietatile
macroscopice ca un rezultat sumar al actiunilor particulelor
componente. Miscarea fiecarei particule se supune legilor
mecanicii. Dar este evidentd imposibilitatea aplicarii acestor legi
fiecarei particule dintr-un sistem macroscopic. In cadrul fizicii
statistice nu se studiazd miscarea fiecarei particule in parte, dar
migcarea ansamblului de particule din sistem, miscare care se
deosebeste calitativ de cea mecanica, fiind descrisa de legi
statistice, in care notiunea de baza este cea de probabilitate. De
exemplu, se poate determina probabilitatea ca o particuld oarecare
sd aibad la un moment dat o anumita pozitie (coordonatd) sau viteza
(impuls).Totodata, pentru studiul statistic al unui sistem
macroscopic se utilizeaza notiunea de probabilitate de distributie
(probabilitate termodinamica) a particulelor componente in diferite
stari posibile pentru ele.

Astfel, prin aplicarea metodei statistice se realizeaza scopul
de a deduce proprietatile sistemului macroscopic si relatiile dintre
marimile fizice prin care le descriem din proprietatile sale
microsopice. Prin realizarea acestui scop se obfin marimi
macroscopice, care nu au corespondent In mecanica (de exemplu
temperatura) si relatii intre ele (de exemplu ecuatia de stare a
sistemului considerat).

Totodata, fizica Statistici mai urmareste un scop-stabilirea
legilor termodinamice pornind de la structura concretd a sistemului
macroscopic considerat. Realizarea acestui foarte important scop,
uneori dificila din cauza aparatului matematic complicat,
inseamnd, de fapt, explicarea legilor respective, evidentierea
caracterului lor statistic. Demonstratiile si deducerile din fizica
statisticd au un caracter general si se aplicd atat la rezolvarea
problemelor clasice (de exemplu, studiul unui gaz), cat si a celor
cuantice (miscarea atomilor in metale, a fotonilor intr-o incinta
inchisa).
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In incheiere, conchidem ci fizica statisticd si termodinamica,
aplicate Tmpreund, reprezintd o teorie completa a sistemelor
macroscopice.

In acest capitol se vor descrie legile si metodele fizicii
statistice clasice, aplicate pentru studiul gazelor. Aspecte si
particularitati ale fizicii statistice cuantice vor fi prezentate
ulterior, dupa introducerea elementelor de fizica cuantica.

20.2. Parametri de stare, procese termodinamice
Sistemele macroscopice, numite si sisteme termodinamice
dacad sunt studiate prin metode termodinamice, sunt caracterizate
printr-un numar finit de marimi fizice, numite parametri de stare
sau parametri macroscopici: volumul V, presiunea P,

temperatura T , concentratia N, etc. Pentru anumite sisteme se
mai folosesc si parametri din alte domenii ale fizicii, cum ar fi
densitatea de sarcind electrica. Totalitatea parametrilor care
caracterizeaza complet un sistem termodinamic determind Starea
acestuia. Acei parametri care pot fi masurati local §i care nu
depind de masa sistemului se numesc parametri intensivi (de
exemplu presiunea, temperatura). Parametrii care pot fi masurati
numai pentru intregul sistem (global) si valorile carora depind de
masa sistemului (de exemplu volumul, energia internd) se numesc
parametri extensivi.

Parametrii macroscopici se mai clasifica in parametri interni
si parametri externi. Parametrii externi, sau de pozitie, sunt functii
de coordonatele corpurilor, externe fatd de sistemul considerat.
Exemplu de astfel de parametru este volumul sistemului.
Parametri interni ai unui sistem sunt acele marimi care depind atat
de pozitia corpurilor externe cat si de coordonatele si vitezele
particulelor componente ale sistemului (de exemplu presiunea,
energia internd).

Starea sistemului macroscopic, determinatd de parametrii
macroscopici, este numitd stare macroscopica sau macrostare.
Totodata, din punct de vedere microscopic, starea unui sistem se
caracterizeaza prin valori momentane ale coordonatelor si
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impulsurilor  particulelor  constituiente, numite  parametri
microscopici. Starea sistemului, determinata de parametrii
MICroscopici, se numeste stare microscopica sau microstare.

Un sistem macroscopic se afla in stare de echilibru
termodinamic  (denumit s§i termic, static) dacd parametrii
macroscopici ce ii definesc starea nu variaza in timp si fiecare din
el are aceeasi valoare in intreg sistemul. Din aceastd definitie
rezultd ca valorile acestor parametri nu sunt conditionate de
procese din mediul exterior, iar in sistemul considerat nu exista
fluxuri de energie, substanta, impuls. Orice sistem, neinfluentat din
exterior, cu timpul ajunge in starea de echilibru si ramane 1n ea un
timp nelimitat. Totodatd, variabilele  microscopice ce
caracterizeaza particulele individuale din sistemul in echilibru se
pot modifica continuu, adicd se poate modifica continuu
microstarea, dar astfel incat macrostarea ramane neschimbata.
Asadar, din punct de vedere clasic, existd o infinitate de stari
microscopice, compatibile cu 0 macrostare de echilibru data. Altfel
spus, starea macroscopicd nu determind complet starea
microscopicd, dar starea microscopicd determind complet starea
macroscopica.

Orice variatie a starii macroscopice a sistemului,
caracterizata prin variatia parametrilor macroscopici, poarta
denumirea de proces sau transformare termodinamicd. Procesul
termodinamic este numit de echilibru daca, realizandu-l, sistemul
trece printr-un sir continuu de stari de echilibru infinit apropiate
una de alta. Evident, procesul de echilibru este o abstractie a
oricarui proces real, care este cu atat mai aproape de procesul de
echilibru, cu cat decurge mai lent. De aceea procesele de echilibru
mai sunt numite si cvasistatice, adica procese ce se produc cu
viteza infinit mica.

In dependentd de modurile posibile de izolare a sistemului
considerat de mediul exterior se deosebesc cateva tipuri de sisteme
termodinamice.  Sistemul termodinamic care face schimb de
substantd cu mediul exterior este numit Sistem deschis, in caz
contrar se numeste sistem inchis. Sistemul care nu face schimb de
substanta si de energie cu mediul exterior este un sistem izolat.
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Sistemul este izolat mecanic daca nu schimbd cu mediul exterior
substanta si energie prin efectuarea lucrului mecanic. Sistemul este
izolat adiabatic daca lipseste schimbul de substanta si energie prin
schimbul de caldura cu mediul exterior. Un sistem termodinamic
se numeste sSimplu daca nu este supus actiunii cdmpurilor externe.

§ 21. Ecuatii termice de stare

S-a constatat experimental ca in cazul in care se cunosc
valorile tuturor parametrilor de stare cu exceptia unuia, atunci
acesta poate fi complet determinat. Prin urmare, intre parametrii de
stare exista o dependenta exprimata printr-o relatie de forma

f(p,V,mT..)=0

numita ecuatie de stare. Aceasta ecuatie se stabileste experimental
sau se deduce in cadrul fizicii statistice, prin metode
termodinamice deducerea ei nu este posibila. Ecuatia de stare care
exprima relatia dintre presiunea p, volumul V , si temperatura T

a unui sistem omogen simplu de masd m se numeste ecuatie
termica de stare.

21.1. Gaz ideal. Limitele de aplicabilitate a teoriei gazului
ideal
Din cursul preuniversitar de fizica se cunoaste ecuatia
termicd de stare a gazului ideal, numitd si ecuatia Clapeyron-
Mendeleev
m N N
V =vRT, =nkT (v=—=—,n=—), 21.1
P P =" N, V) (21.1)
unde v este numarul de moli, M —masa molard, N - numarul de
molecule si N, este constanta Avogadro. Amintim cd cel mai

simplu sistem termodinamic, numit gaz ideal (perfect), reprezinta
un model simplificat al gazului real, valabil atunci cand se poate
considera:

a) moleculele au dimensiuni neglijabile fata de distantele
medii dintre ele, deci volumul moleculelor poate fi neglijat in
comparatie cu volumul ocupat de gaz;
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b) fortele de interactiune, adica si energia potentialda de
interactiune dintre moleculele gazului, la distante deosebite de
zero, sunt neglijabile;

c) ciocnirile dintre molecule si peretii recipientului sunt
elastice. In conditii normale

(p=1,013-10°Pa =760 mm col Hg =1 atm,T =273 K)
inV=1m® de aer existd aproximativ 2,7 -10**molecule, distanta
medie dintre ele fiind 3,3-10°m. Aceasti distanta intrece de zece

ori diametrul moleculelor d ~2-10™° m, interactiunea la distantd

dintre ele lipseste, gazul poate fi considerat ideal. Experimental s-a
constatat c¢d produsul pV  se mentine practic constant la
T=300K=const, pana la presiuni de aproximativ
10 atm ~10° Pa. Prin acest fapt se explicd de ce in calculele ce
intervin In proiectarea masinilor cu vapori sau a motoarelor cu
ardere interna se poate folosi, intr-o aproximatie destul de buna,
teoria gazului ideal. In general, aplicarea modelului gazului ideal si
a ecuatiei (21.1) pentru descrierea gazelor reale se considera
justificata numai in cazul presiunilor relativ mici (gaze rarefiate) si
a temperaturilor inalte.

La presiuni de ordinul 10*+10%atm produsul pV nu mai
ramane constant la T =const: la inceput pV scade si apoi creste
brusc cu cresterea presiunii. Acest fenomen se explica prin faptul
ca prin mdrirea treptatd a presiunii, initial moleculele se apropie
la distante la care apar forte de atractie, aceastd atractie slabeste
intensitatea ciocnirilor moleculelor de perefii recipientului si
diminueaza presiunea gazului. La presiuni mai mari distanta dintre
molecule devine atit de mica incdt se manifestd fortele de
respingere dintre molecule, In rezultat presiunea creste.

In tehnica actuala presiunile mari au un spectru foarte larg
de utilizare. Gazele se pastreaza si se transportd in recipiente sub
presiuni de 150-200 atm. La astfel de presiuni gazul real nu mai
poate fi considerat ideal.
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21.2. Ecuatii de stare ale gazelor reale

Determinarea ecuatiei de stare a gazelor reale prezinta interes
atat teoretic cat si practic. Cunoscand o astfel de ecuatie se pot
stabili legitati ce caracterizeazd fortele de interactiune a
moleculelor, se pot calcula procese tehnice ce se produc la presiuni
inalte sau temperaturi joase. Datoritd dependentei interactiunii
dintre molecule de tipul moleculelor, comportarea fiecarui gaz real
trebuie descrisa printr-o ecuatie de stare specifica lui. O ecuatie de
stare generald, valabild pentru toate gazele reale poate fi datd doar
aproximativ.

Aplicatii practice si un interes deosebit prezintd procesele
legate de schimbarile starilor de agregare, cum sunt comprimarea
si lichefierea gazelor, evaporarea si fierberea lichidelor. Pentru
studiul acestor procese este utila gasirea unei ecuatii de stare (fie si
aproximativa), care sa descrie domeniul tuturor starilor posibile ale
sistemului, de la gazul ideal pana la starea lichida. O astfel de
ecuatie a fost obtinutd in 1873 de fizicianul olandez Van der
Waals, pornind de la urmatoarele ipoteze:

1. Spre deosebire de un gaz ideal, inchis intr-un recipient de
volum V , unde molecula (fird volum propriu) se poate afla in
orice punct al acestui volum, molecula gazului real (cu volum
propriu) nu se poate afla in acele locuri ale recipientului, in care
sunt situate celelalte (N-1) molecule. Molecula considerata are la
dispozitie volumul, egal cu (V-b), unde b este numit volum

inaccesibil sau covolum. Se demonstreazi ca b este de patru ori
mai mare decat volumul propriu al tuturor N molecule de gaz
b=4N ﬂﬂ' re,
3
unde r este raza moleculei .

2. Analiza fortelor de interactiune a moleculelor gazului
conduce la urmatoarele concluzii. Fortele de atractie reciprocad a
moleculelor nu influenteazd miscarea lor in interiorul gazului,
unde presiunea gazului real este egala cu cea a gazului ideal, aflat
in conditii identice. Langa peretii recipientului presiunea este mai
micd decat in interior cu mdrimea p,, numitd presiune interna.
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Presiunea internd reprezintd presiunea suplimentara cu care stratul
de molecule vecin cu peretele actioneaza asupra gazului. Aparifia
presiunii interne se explica astfel: asupra fiecarei din moleculele,
ce formeaza stratul de gaz vecin cu peretele, actioneaza o forta
rezultantd din partea celorlalte molecule de gaz, orientata
perpendicular pe perete, in interior. Se deduce ca presiunea interna
este invers proportionald cu patratul volumului gazului si depinde

de natura lui chimica prin coeficientul a.
Avand in vedere aceste doud ipoteze Van der Waals a

obtinut ecuatia de stare, ce 1i poartd numele

[p+i2j(v —b)=""RT. (21.2)

\Y M
Valorile lui a si b urmeaza sa fie gasite din experienta si din acest
punct de vedere ecuatia (21.2) este empirica (experimentala). Se

. . . m .
obtine ca b este proportionala cu numarul de moli v = m din

volumul dat, iar a este proportionald cu v*. Cand aceste constante
se determind pentru un mol al gazului considerat, ecuatia (21.2) se
scrie pentru un numar arbitrar de moli astfel:

2
(p+a\;‘; j(\/—vbv):vRT. (21.3)

La deducerea ecuatiei (21.2) s-au facut o serie de aproximatii
simplificatoare, de aceea ea trebuie considerata o ecuatie
aproximativa de stare a gazului real. Aceastd ecuatie dd o buna
imagine calitativa a variatiei starii gazului real, dar din ea nu se pot
obtine rezultate cantitative exacte. Pentru a obtine valori exacte
pentru presiunea p este necesar ca marimile a si b sa nu fie
considerate constante, dar dependente de temperatura si densitate.
S-a ajuns ca pentru gazele reale sa se stabileasca peste 150 ecuatii
de stare, fiecare din ele fiind valabila pentru anumite gaze reale si
in anumite conditii.

Sa comparam izotermele experimentale ale unui gaz real
(fig.4.1) cu cele teoretice, obtinute din ecuatiile (21.1) si (21.2). La
temperaturi suficient de inalte se realizeazd izoterme de forma
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KL, practic identice cu izotermele gazului ideal. La temperaturi
joase gazul real poate fi comprimat izoterm din starea A numai
pand in starea B, cand incepe si se lichefieze. In continuare
izoterma reald, adicd obtinutd experimental, urmeaza portiunea
orizontala BF, ce indicd domeniul de echilibru intre stirile
lichida si gazoasa ale substantei. Vaporii aflati in echilibru cu
lichidul din care provin se numesc vapori saturati.

/'IVabéV/;’-s
/. Ao lchid o~ 7

e ——————— F— | - Bon

Ye

Fig. 4.1

Rezultatele analizei portiunii BCDEF , obtinute teoretic din
rezolvarea ecuatiei (21.3), sunt urmatoarele: portiuneca CDE nu
poate fi realizata experimental, deoarece unei cresteri a presiunii i
corespunde o crestere a volumului; portiunile BC si EF se pot
realiza numai 1n conditii speciale; starile corespunzatoare
portiunilor BC si EF se numesc metastabile, deoarece o variatie
oricat de mica a conditiilor in care au fost realizate conduce la
trecerea sistemului 1n starile corespunzatoare segmentului BF ;
vaporii care au stiri corespunzitoare portiunii BC se numesc
suprasaturati; starile de pe portiunea EF sunt stari de
supraincalzire.
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Lichefierea gazelor reale prin comprimare izoterma este
posibild numai la temperaturi mai mici decat temperatura critica-
temperatura la care dispar deosebirile dintre proprietatile fizice ale
starilor lichida si gazoasa ale substantei, ambele stari fiind in
echilibru. 1zoterma ce corespunde temperaturii critice (curba HIJ,
fig.4.1) variaza monoton, cu exceptia punctului critic |, care este
punct de inflexiune si in care are loc o trecere directa din starea
gazoasd in cea lichida. In acest punct tangenta la izoterma este
orizontala. Marimile p,, V, se numesc marimi critice si reprezinta

presiunea maxima la care mai pot exista vapori saturati ai
substantei, respectiv volumul maxim pe care il poate ocupa
substanta in stare lichida. Mentionam ca din definifia temperaturii
critice urmeaza ca in starea criticd a substantei, definitd prin T_,

P, V., volumele molare ale lichidului si vaporilor sdi saturati sunt

egale; caldura specifica de vaporizare si tensiunea superficiald a
lichidului sunt egale cu zero; densitatile lichidului si a vaporilor sai
saturati devin egale.

Unele gaze au temperatura critica foarte joasa: oxigen-90 K;
azot-77,4 K; hidrogen- 20,5 K; heliu-4,4 K. Ca urmare, lichefierea
lor necesita o ricire prealabilda pand la o temperatura mai joasd
decat temperatura critica. Lichefierea gazelor si obtinerea unor
temperaturi foarte joase, apropiate de 0K, au aplicatii deosebite in
stiintd si tehnicd, deoarece la aceste temperaturi substantele poseda
proprietati diferite de cele cunoscute la temperaturi apropiate de
cea normald. De exemplu, la temperaturi joase au fost descoperite
fenomenele de suprafluiditate si de supraconductibilitate electrica.
Prin lichefierea gazelor se pot obtine temperaturi pana la 4,21 K
(heliu lichid). Daca heliul este adus la fierbere sub 0 presiune
foarte joasa, atunci temperatura sa poate fi coborita pana la
aproximativ  1K. Pentru mentinerea presiunii foarte joase se
indeparteaza permanent, prin pompare, vaporii de deasupra
heliului.
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Existd metode de obtinere a temperaturilor sub 1K . Una din

cele mai importante, numitd ricire magnetica, se bazeaza pe
demagnetizarea adiabatica a sarurilor paramagnetice.

*Teoria cinetico-moleculara a gazelor

Teoria cinetico-moleculara a gazelor este o parte componenta
a fizicii statistice clasice. In aceastid teorie se considerd ca
particulele constituente ale sistemului macroscopic  sunt
moleculele, aflate in miscare dezordonatd. Principiile generale ale
fizicii statistice clasice, care stau la baza teoriei cinetico-
moleculare, se formuleaza astfel:

a) In sistemul considerat se respecti toate legile universale de
conservare si se mentine constant numarul de particule, daca
sistemul este inchis si in el nu se produc reactii chimice.

b) Procesele fizice din sistem decurg continuu in spatiu si
timp.

¢) Fiecare particuld din sistem poate sa posede orice valori
ale coordonatelor (in limitele volumului sistemului) si
componentelor  vitezei, independent de valorile acestor
caracteristici pentru celelalte particule.

d) Se admite posibilitatea de a deosebi una de alta particulele
dintr-un sistem omogen (particule discernabile).

§22. Ecuatia de baza a teoriei cinetico-moleculare

a gazului ideal

Unul din scopurile fizicii statistice consta in explicarea
proprietatilor macroscopice ale sistemului considerat ca fiind un
rezultat sumar al actiunii tuturor moleculelor. Deducerea ecuatiei
de baza a teoriei cinetico-moleculare a gazului ideal este o
realizare a acestui scop pentru sistemul macroscopic indicat.

In cele ce urmeazi in acest paragraf vom recapitula
rezultatele deducerii ecuatiei de baza a gazului ideal in stare de
echilibru, studiate in cursul preuniversitar. Totodatd mentionam, ca
ecuatia de baza a gazului ideal se poate deduce strict pe baza
distributiei moleculelor gazului ideal dupa viteze, descrise in §24.
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Presiunea gazului p:z—F este egala cu forta medie,
S

normald, cu care moleculele gazului, ciocnindu-se de peretii
recipientului, actioneaza asupra unitatii de suprafatd. Presupunand
ca: toate moleculele au aceleasi valori V ale vitezelor; toate
directiile de miscare ale moleculelor sunt la fel de probabile; gazul
nu este supus actiunii campurilor externe de forte-se obtin
urmatoarele expresii pentru presiunea gazului:

N mv 2 mv?

p=— ==n

3V 3 2

unde N este numairul total de molecule de masa m fiecare, dintr-

, (22.1)

- . N . :
un recipient cu volumul V , iar n =V este concentratia gazului.

In realitate, valorile vitezelor moleculelor vk sunt diferite si aceste
valori nu au aceeasi probabilitate. Energia miscarii de translatie a
moleculelor gazului ideal este

N N 2
W=3yw, =M

k=1 k=1 2
Se defineste energia medie a miscarii de translatie a unei

(22.2)

molecule VTtlr
_ 2 2 2 —
Wtrzlmvl+v2+...+v,\, =lmv2, (22.3)
2 N 2
unde marimea
—=_1(, 2 2 10,2
v =—(vl +V2 +...+VN)=—ka, (22.4)
N N =

reprezinta media patratelor vitezelor moleculelor gazului.
Extragand radacina patratd din aceasta medie se obtine viteza
patratica medie (viteza termica) a moleculelor gazului

V pat =ﬁ=\/ﬁ(vf+v§+...+v,i). (22.5)
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Anume aceasta viteza trebuie folosita pentru calculul presiunii p

din relatia (22.1). Prin urmare, pentru presiunea gazului ideal
obtinem expresiile
p:_pzlanzzgnV_VtrngV_Vtr, (22.6)
3 3 3V

care reprezintd ecuatia de baza a teoriei cinetico-moleculare
a gazului ideal. In aceastd ecuatie presiunea gazului se exprima
prin viteza patraticd medie sau energia cineticd medie de translatie
a unei molecule-marimi fizice statistice, ce caracterizeaza miscarea
moleculelor din Intreg sistemul considerat, si care isi pierd sensul
in cazul unui numar mic sau al unei singure molecule. Conform
ecuatiei (22.6), presiunea gazului nu depinde de substanta din care
e constituit recipientul, adica nu depinde de caracterul ciocnirilor
dintre molecule si peretii recipientului. Acest rezultat este in
concordantd cu demonstratiile lui Maxwell: in cazul gazului ideal
presiunea gazului nu depinde de caracterul ciocnirilor molecula-
perete si al ciocnirilor dintre molecule.

Din compararea ecuatiei de baza (22.6) cu ecuatia termicd de
stare a gazului ideal (22.1) rezulta o alta relatie fundamentala ce
exprima legatura dintre temperatura termodinamicd T si energia
cinetica medie de translatie a unei molecule

pVv = 2 NW ",
3 — 3 R
We =—kT. |k=—1| (22.7)
S

A

oV =V RT = NKT,

A

Energia cinetica medie de translatiec a moleculei gazului
ideal depinde numai de temperatura termodinamicad T , fiind direct
proportionald cu ea. Aceastd concluzie, ca si iIntreaga fizica
statisticd clasicd, nu este valabila pentru temperaturi joase,
apropiate de 0K. Mai putem afirma: temperatura termodinamica
este masura cantitativa a energiei cinetice medii de translatie a
moleculelor gazului ideal.

Din formulele (22.3), (22.7) se obtine urmatoarea relatie
pentru viteza patraticd medie:
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o2 _ -
My vV :EkT,vpatZ\/?:\/:ng :\/3RT. (M =mN,)(22.8)
2 2 m M

Relatiile (22.3)-(22.8) indica clar faptul, cd parametrii
macroscopici ai sistemului termodinamic sunt determinati nu de
parametrii microscopici individuali, ce caracterizeazd fiecare
moleculd, dar de parametrii microscopici statistici.

§ 23. Elemente de statisticAi Maxwell-Boltzmann

23.1. Echilibru statistic. Probabilitatea de distributie
(probabilitatea sau ponderea termodinamica )
Consideram un sistem izolat, constituit din N particule
identice, discernabile, ce nu reactioneaza chimic intre ele. Fiecare
din particule poate avea una din energiile
W, W,, ..., W._.

Aceste valori ale energiei particulelor pot fi cuantificate, sau pot
forma wun spectru continuu ca in cazul energiilor cinetice de
translatie a moleculelor unui gaz. Un spectru energetic continuu se
imparte in intervale mici, considerand pentru fiecare interval
valoarea medie a energiei. Presupunem cd la un moment dat
particulele sunt distribuite astfel incat N, dintre ele au energia

W,,N, au energia W, , etc
W, W, W,,...,.W,,... W,
, (23.1)
N, N, N;...., N, N
Numerele N, N,.,...,N,, constituie o distributie a particulelor

sistemului dupa energii. In sistemul considerat se respecta legile
conservarii numarului de particule

> N; =N =const, (23.2)

i=1

m:*

si a energiei

D> NW, =W = const. (23.3)

i=1
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Expresia legii conservarii energiei (23.3) presupune implicit, ca
interactiunea dintre particulele sistemului este neglijabil de slaba.
In caz contrar sumei din expresia (23.3) trebuie si i se adauge
termeni de forma (Wp)ik (i,k =12...N,i # k), care reprezintd

energiile potentiale de interactiune dintre particule. Totodata,
putem considera ca fiecare particuld este supusa unei interactiuni
medii din partea celorlalte, astfel ca energia potentiala medie nu
depinde de pozitia celorlalte particule fatd de cea considerati. in
acest caz formula (23.3) riamane valabila cu conditia ca
W, =W, +W;, unde W;, W, reprezintd energia cinetica,
respectiv energia potentiald a particulei.

Ca urmare a interactiunilor si a ciocnirilor energia
particulelor variaza, ceea ce determina o modificare in timp a
distributiei energetice  (23.1), consideratd initiald. Aceasta
modificare este explicatd in urmatorul prim postulat al fizicii
statistice: un sistem izolat de particule cu energia totala, structura
particulelor si numarul de particule constante in timp, evolueaza in
timp catre distributia cea mai probabila a particulelor dupa
energii. Cand in sistem se instaleaza aceasta distributie se spune ca
el se afla in starea de echilibru statistic (numit si echilibru
termodinamic). Deci starea de echilibru statistic corespunde
distributiei cu probabilitatea maxima. Notiunea de probabilitate de
distributie P, folositd in acest postulat, nu are sensul unei
probabilitati matematice cu valori cuprinse intre zero si unu.
Probabilitatea de distributie, numita si probabilitate sau pondere
termodinamica, exprima numarul de moduri distincte in care se
poate realiza o distributie datda a unui sistem, compus dintr-un
numar mare de particule. Daca particulele sistemului sunt identice,
atunci permutarea lor intre diferite nivele de energie conduce la
moduri distincte de distributie, iar permutarea lor 1in cadrul
aceleasi stari nu conduce la un nou mod de distributie. Putem
defini probabilitatea de distributie si astfel: ea reprezinta numarul
de stari microscopice distincte, compatibile cu 0 stare
macroscopica data. Cu cat probabilitatea de distributie este mai
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mare cu atdt este mai probabild realizarea stirii macroscopice
respective.

In calitate de exemplu, pe fig.4.2, este ilustrat cazul simplu,
in care se considera un sistem format din patru particule identice,
discernabile, notate 1, 2, 3, 4. Aceste particule se pot afla pe
doud nivele energetice W, si W,. Vom folosi acest exemplu
pentru a ne convinge de justetea urmatoarei formule de calcul a
numarului total de moduri distincte, in care se pot distribui N
particule dintr-un sistem pe M nivele energetice, adica a
probabilitatii de distributie

P=— — . (23.4)

In aceasta formula N! reprezinti numarul total de distributii
ale particulelor, determinat de permutarile lor atat in cadrul
fiecarui nivel energetic cat si intre diferite nivele. Numerele
N;,N,,...,N_ reprezintd numarul de particule pe nivelul energetic
cu acelasi indice, iar N,I,N,!..,N_!- numarul de distributii
posibile ale particulelor pe nivelul respectiv, determinate de
permutarile particulelor in cadrul acestur nivel. Produsul
N,IN,L..N, ! este egal cu numarul de distributii a N particule pe
M nivele energetice, determinat de permutarile lor numai in cadrul
fiecarui nivel. Mentiondm ca la scrierea formulei (23.4) s-a
considerat ca fiecare nivel energetic este la fel de ,,accesibil”’
pentru fiecare particula, adicd toate nivelele au aceiasi
probabilitate de a fi ocupate.

In cazurile a,a’ (fig.4.2) pe unul din nivele sunt situate toate
patru particule. Permutarile lor intre nivele nu au loc, deci exista
un singur mod distinct de distributie a particulelor. Evident, in
afari de distributia 1,2,3,4 de pe figurd mai sunt posibile 4= 24
moduri de distributie, cum ar fi 2,1,3.4; 3,1,2,4; 4,1,2,3 etc., care
nu sunt distincte §i corespund unei singure microstari. Prin urmare,
probabilitatea de distributie P, =1.

a

m
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Acelasi rezultat urmeaza si din formula (23.4). In cazurile
b, b’ pe unul din nivele este situata o singura particula, oricare din
cele patru. Prin urmare sunt posibile patru permutdri ale
particulelor de pe un nivel pe altul. Conform definitiei
probabilitatii de distributie numai astfel de permutari duc la
aparitia unei noi microstari. In concluzie, P, =4. Formula (23.4)

ne conduce la acelasi rezultat
4l
B=-—=4
13!
Daca particulele sunt distribuite cate doud pe fiecare nivel
(cazul c fig.4.2), atunci sunt posibile sase microstari distincte,
rezultate din permutdrile particulelor de pe un nivel pe altul

P =6. In cadrul fiecirui nivel sunt posibile permutiri care nu

modifica microstarea. Din formula (23.4) obtinem acelasi rezultat

|
pod g
2121
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Constatam, cd probabilitatea de distributie are valoare
maxima anume in cazul cand particulele sunt distribuite uniform
pe nivelele energetice, caracterizate de aceeasi probabilitate de a fi
ocupate.

In general, trebuie sa admitem situatia, cand nu toate nivelele
au aceeasi probabilitate de a fi ocupate, deoarece nivelele
energetice pot fi degenerate. Notiunea de degenerare a nivelelor
energetice, utilizatd in temei 1n fizica cuantica, a fost introdusa in
cursul preuniversitar pentru a defini starile electronilor din atomi.
De exemplu, s-a constatat ca pentru o valoare a numarului cuantic
principal N, ce cuantifica energia electronului, exista N valori ale
numarului cuantic orbital |, ce cuantifica valoarea momentului
cinetic (momentului impulsului) al electronului

M:,/I(Hl) 7,

unde 1=0,1,2,...,(n-1), iar # =21, h este constanta lui Planck.
T

Prin urmare, pe unul si acelasi nivel energetic electronul se poate
afla in N stari, ce difera prin valorile momentului cinetic orbital.
Dacad unui nivel energetic ii corespund mai multe stéri distincte ale
particulei, atunci acest nivel este numit degenerat, iar starile cu
aceeasi energie ale particulei sunt numite degenerate. Ordinul
(gradul) de degenerare g al unui nivel energetic este egal cu

numadrul de stari distincte ale particulei aflate pe acest nivel. Ne
exprimam astfel: nivelul energetic este compatibil cu g stari
distincte ale particulei.

Dacd se noteazd cu ¢; numdrul de stiri diferite,
compatibile cu energia W,, atunci se spune ca nivelul energetic
W, prezintd o degenerare de ordinul g;. Numarul total de stari
distincte in care se poate afla o particula pe m nivele energetice

esteegalcu " g;.

i=1
Admitem ca pe nivelele energetice doi (n=2) si trei (n=3)
ale electronilor din atom sunt distribuiti cate doi electroni. Sa
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determinam numarul de moduri, distincte prin valorile momentelor
cinetice ale celor doi electroni, compatibile cu fiecare nivel
energetic. Valorile momentelor cinetice se vor calcula conform
formulei de mai sus, in care numarul cuantic orbital are valorile 0
si 1 pentru nivelul doi si 0,1 si 2 pentru nivelul trei.

Nivelul Valorile momentului cinetic
energetic Particula unu Particula doi
0

0
0 J2 E
V2 7 0
J2 & J2 F
0 0
0 J2 &
0 J6 *
J2 # 0
|=no,=1??2. V2 V2
J2 # J6 #
J6 # 0
J6 7 J2 F
J6 # J6

| I

2
1.

=0,

Un electron de pe nivelul doi are doua stari ce se deosebesc prin
valorile momentului cinetic orbital, deci ordinul de degenerare a

acestui nivel este g, =2 . Numarul de moduri distincte in care se
pot distribui cei doi electroni de pe acest nivel datorita degenerarii

este 2° =4. Un electron de pe nivelul trei are trei stiri distincte
prin valorile momentului cinetic orbital, adicd ordinul de
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degenerare a acestui nivel esteg,=3. Numarul de moduri
distincte, in care se pot distribui cei doi electroni de pe acest nivel

datorita degenerdrii lui este 3° =9. In general, daci pe nivelul
energetic W, cu ordinul de degenerare ¢; se distribuie N;
particule, atunci numarul de moduri distincte de distributie,
datorate degenerdrii nivelului este egal cu (g,)". Pentru
distributia dupa energii datd de formula (23.1) consideram ca
ordinele de degenerare ale nivelelor energetice respective sunt
0:,9,,...0,,- Atunci numarul suplimentar de moduri distincte in

care se distribuie particulele sistemului datoritd degenerarii
nivelelor energetice este egal cu produsul:

N, N; N, N,
(9" (92)" (95)" (9"
Luandu-se in vedere acest rezultat, formula (23.4) devine:
— N! N; N, Nm

P—m(gl) (9,)"..(9,)"™ (23.5)
Formula (23.5) permite calculul numarului total de moduri
distincte in care se pot distribui particulele sistemului pe M nivele
degenerate de energie pentru a realiza distributia (23.1), adica
calculul probabilitatii de distributie P. Daca nivelele de energie
nu sunt degenerate, atunci toate numerele g, au valoarea 1 si

formula (23.5) trece in (23.4).

23.2.Legea de distributie Maxwell — Boltzmann

Una din problemele fundamentale ale fizicii statistice consta
in determinarea  distributiei celei mai probabile pe nivele
energetice a particulelor unui sistem macroscopic izolat, adica a
distributiei ce corespunde stirii sale de echilibru statistic. In
aceasta stare sistemul ramane atat timp, cat nu intervin cauze
externe, care sa-i modifice distributia. Prin echilibru statistic
trebuie sa se 1Inteleagd echilibru dinamic, in urmatorul sens:
numerele  N;,N,,...N,, pot fluctua 1in jurul wvalorilor

corespunzatoare distribugiei celei mai probabile, fara ca prin
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aceasta sa se produca efecte, observabile din punct de vedere
macroscopic.

Vom enunta rationamentele principale care permit deducerea
distributiei celei mai probabile pentru un sistem omogen, izolat.
Conform postulatului, referitor la starea de echilibru statistic
(formulat in § 23.1), pentru a determina distributia particulelor
sistemului aflat in aceastd stare trebuie sd impunem conditia de
maxim pentru probabilitatea de distributie (23.5) ,

oP=0. (23.6)
Din punct de vedere fizic este echivalent, iar din punct de vedere
matematic este mai simplu de a aplica conditia de maxim nu
probabilitatii P data de (23.5) dar expresiei (23.5) logaritmate,
adica
5(InP)=0. (23.7)
Maximul probabilitatii trebuie calculat, respectand conditiile de
conservare  (23.2), (23.3 ). Se logaritmeaza expresia (23.5),
rezultatul obtinut se diferentiaza conform conditiei (23.7) si se
tine cont de faptul cd N, g;,W sunt marimi constante, adica

m N
N=D N =0, & =0 W=>WN =0 (238

i=1 i=1
In rezultat, dupa transformari matematice se obtine relatia, numita

legea de distributie Boltzmann

N; =g exn (- ) exp(= AW,). (23.9)
Relatia (23.9) exprima dependenta numarului de particule de pe
un nivel energetic de energia acestui nivel W,, atunci cand

sistemul de particule este 1n echilibru statistic. Marimile a si S

reprezintd o constantd arbitrard, respectiv o constanta pozitiva,
ambele fiind marimi caracteristice ale sistemului in echilibru.
Introducerea acestor  constante este impusa de respectarea
conditiilor (23.8). Se substituie relatia (23.9) in legea
conservarii numarului de particule (23.2). Rezulta

N =em(—a)§:giem(—ﬂ\Ni)-
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Se noteaza

2= g,exp(-AW,) (23.10)
i=1
Atunci din relatia precedenta obtinem
exp (- a):ﬂ. 23.11)
z

Relatia (23.11) exprima constanta « 1n functie de numarul de
particule din sistem si constanta £ . Substituind relatia (23.11) in

legea de distributie (23.9), obtinem o noud expresie pentru legea
de distributie Boltzmann

N, =2 g,0(- W) (23.12)

Marimea Z, definita prin egalitatea (23.10) este numitd suma
statisticd. In cazul unei distributii continue a particulelor dupa
energii marimea Z se numeste integrald statistica si definitia
(23.10 ) se inlocuieste prin integrala

z =Tg(w Jexp (= AW )dw, (23.13)

in care g(W )dW reprezintd numarul de stdri In care se poate afla o
particuld, energia cdreia este cuprinsd in intervalul de la W la

W +dW. Distributia continua a particulelor dupa energii, numita
lege de distributie Maxwell-Boltzmann, se scrie

dN :%g(W)exp(— SW )dW. (23.14)

In legea (23.14) dN reprezinti numirul de particule cu energia
cuprinsa in intervalul de la W la W +dW, daca sistemul considerat
se afla in starea de echilibru statistic.
In cazul spectrului energetic continuu se defineste functia
f (W) de distributie a particulelor dupa energii

f(W )dW =— W)=——. 23.15
( ) N NdwW ( )
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Conform relatiilor (23.15) numarul relativ de particule ce poseda
energii cuprinse in intervalul de la W la W +dW este
proportional cu acest interval si depinde de valoarea energiei prin

intermediul  functiei f(W ) Totodata, raportul dWN reprezinta

probabilitatea matematica ca energia unei molecule oarecare are
valoarea din intervalul indicat. Prin urmare, integrala

[ fw)dw =1 (23.16)
0
reprezintd probabilitatea cd o moleculd oarecare are energia din
intervalul de la O la oo. Evident, aceastd probabilitate este egali
Cu unitatea, iar egalitatea (23.16) este numita conditie de normare.
In baza distributiei (23.14) obtinem functia de distributie dupa
energii a particulelor unui sistem izolat in echilibru statistic

(W)=~ gW)ep (- W), @3.17)

Din expresiile (23.14)-(23.17) urmeaza ca legile si functia de
distributie f(W) sunt complet determinate dacd se da o
semnificatie fizica si se determina constantele « si f. Totodata,
prin relatiile (23.10), (23.11) constanta « a fost exprimata prin
f, care are unitatea de masurd energetica ,(J *1) S-a convenit sa
se introducd o noud marime in locul lui A, notatd prin T si
numitd temperaturd absoluta a sistemului

1
= =KT. 23.18
y; (23.18)

Alegand un Kelvin ca unitate de masura pentru T ( aceastd
unitate de masurd a fost introdusd inaintea aparitiei fizicii
statistice), valoarea lui k,numitd constanta Boltzmann, este cea

cunoscutd, k=1, 3805-1023%. Se demonstreaza ca temperatura

absoluta, definita prin egalitatea (23.18), coincide cu temperatura
masuratd experimental, de exemplu cu un termometru cu gaz. In
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legatura cu definitia (23.18) este important sd accentudm, ca ea se
referd la sisteme in echilibru statistic si deci nu se aplica la o
singura particuld sau la un sistem in neechilibru.

23.3. Distributia moleculelor gazului ideal dupa energii si
dupa viteze

In calitate de exemplu de aplicare a rezultatelor descrise in

§§ 23.1, 23.2 vom considera un sistem cu volumul V, izolat,

constituit din N molecule de gaz ideal. Presupunem ca energia
cinetica a moleculelor este numai de translatie si are un spectru
continuu de valori, cuprinse intre zero si infinit.

Determinarea legii de distributie necesita calculul integralei
statistice (23.13) - marime fundamentald in fizica statistica,
expresia concretd a cdreia depinde de structura interna a sistemului
considerat. Deoarece expresia (23.5) pentru probabilitatea de
distributie a fost obtinuta in cazul general al unor nivele energetice
degenerate, aceasta integrala se calculeaza utilizand notiuni si legi
din fizica cuanticd. Vom prezenta doar rezultatul final pentru ea
si pentru produsul g(W )dW

V(27 mkT )2
h® ’
unde m, este masa unei molecule, iar h este constanta lui Planck.

Atunci legea de distributie dupa energii @ moleculelor gazului
ideal este

4N

h3

7=

g(W )aw = 22 (2m, Yow Yzdw,

27N 1 W
dN = ———— W2 exp| —— ([dW, 23.19
(kT Xp( ij (23.19)
iar functia de distributie se scrie
dN 2r Y W
f (W)= = W7 2exp| —— |. 23.20
(W) NdW (”kT)% p( ij ( )

Se verificd cd aceasta functie respectd conditia de normare

(23.16). Functia de distributie f(W) se reprezinta grafic printr-0

curbd asimetrica cu un maxim pentru o valoare a energiei
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W, numita energia cea mai probabila ( fig.4.3a). Se poate calcula
W_, impunand conditia de maxim pentru f (W)

D

M:O, W zikT. (23.21)

dw P2

Se va vedea (§24) , ca aceastd valoare coincide cu valoarea
energiei pe grad de libertate, obtinuta din legea echipartitiei
energiei pe grade de libertate. Din fig.4.3a se observa ca valoarea
minimd a energiei este egald cu zero, iar o limitd maxima a
energiei, in principiu, nu existd. Totodatd, probabilitatea ca
moleculele sa aibd energii mult mai mari decat kT este foarte

mica. Aria hagurata din aceeasi figura reprezintd numarul relativ
dN : VA
de molecule N - f(W)dW  care au energia cuprinsi in

intervalul de la W la W +dW. Numarul relativ de molecule cu
energia dintr-un interval finit [W,,W,] se determini calculand

W,
integrala [ f (W)dw.

Wy

fwin tw)

Fig.4.3a Fig.4.3b

Exista metode experimentale indirecte prin care a fost
verificatd legea de distributie (23.19). Una din ele se bazeaza pe
rezultatele privind viteza de desfasurare a reactiilor chimice.
Experimental se constata, cd anumite reactii chimice se realizeaza
numai dacd moleculele care reactioneaza au o energie ce depaseste
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o anumita valoare de prag W, caracteristicd acestora. Cu cat
numarul de molecule, a céror energie depaseste W, este mai mare,
Cu atat si viteza reactiei este mai mare. Analizadnd reprezentarile
grafice ale f(W) la doud temperaturi diferite T, si T,>T, se
observda cd numarul de molecule cu energia W >W, creste odatd

cu temperatura ( fig.4,3b). Se calculeaza numarul suplimentar de
molecule cu energia W >W, aparut la cresterea temperaturii

gazului de la T, la T,. Pe de alta parte, se determind experimental
vitezele de reactie la cele doua temperaturi. Se constata ca viteza
de reactie creste in acelasi raport in care creste numarul de
molecule cu energia W >W, atunci cand se trecede la T, la T,.

Acest rezultat constituie o confirmare experimentala a legii de
distributie a moleculelor gazului ideal dupa energii.

Legea de distributie a moleculelor unui gaz ideal dupa
viteze, determinata de catre Maxwell, permite calculul numarului
de molecule cu valorile vitezei cuprinse in intervalul de lav la
v+dv oricare ar fi pozitia moleculelor in volumul V ocupat de
gaz. Aceastd lege se poate obtine, pornind de la distributia (23.19),

. o 1 , 3
in care se substituie W = 2 myv?, dW =myvdv. Atunci rezultd,

% 2
dN=47zN( Mo ] vzexp[— MoV Jdv. (23.22)

27 KT 2KT
Definind functia de distributie a moleculelor gazului ideal dupa

viteze f (V) = %, obtinem,

% 2
f(v):47r[ My J vzexp(— MoV j (23.23)

27 KT 2kT
Aceastd functie ( fig.4.4) are un maxim pentru valoarea v, a

vitezei, numita viteza cea mai probabila a moleculelor. Pentru a o
calcula se impune conditia de maxim functiei f (V):
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df (v)
dv
Efectuand calculele si excluzand valorile v=0, v=o0, care

corespund minimului functiei f rezulta

/2kT /2RT (23.24)

De exemplu, pentru oxigenul aflat la temperatura T =300K

viteza cea mai probabild are valoarea v, = 3,9-10? r%

flv)
f(v) A

b et e -

1

]'
e
fi

0 WY /o3
Fig.4.4 Fig.4.5

Fiind cunoscuta functia de distributie (23.23) se mai pot

calcula viteza medie vV a moleculelor gazului ideal si viteza
patraticdA medie, denumita §i vitezd termicd a moleculelor

( v? :vpatj. Aceste calcule sunt posibile deoarece, conform

celui de-al doilea postulat fundamental al fizicii statistice, se
afirma: valorile observabile experimental pentru marimile fizice,
ce caracterizeaza un sistem macroscopic, reprezintd valoarea
medie a acestei marimi, luatd dupa toate microstarile compatibile
cu macrostatea considerati. In consecintd, cunoscand functia de
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distributie f(y), valoarea medie a marimii x(y) se calculeaza
conform formulei

X = [ x(y)f (y)dy, (23.25)

integrala fiind calculata pe intregul domeniu de valori posibile
pentru variabilay. In baza egalitatii (23.25) viteza medie a

moleculelor unui gaz ideal este datd de expresia
v =[vi(v)dv. (23.26)

Substituind in aceasta egalitate functia (23.23), obtinem

_ n V2 o= ;
=4 2 | vexp| -
Y ”(2;sz] I Xp[

0

2
mo\; Jdv. (23.27)

Pentru calculul unei astfel de integrale se foloseste formula

1_3_5.“_.(n—1)'£ E’n:2,4,6,...

. i (2a)% 2\Va
2 o0 (e i — , (23.28

(n+1)
(Za) (2a) )
unde a este o constanti pozitivd arbitrari. Pentru N=3 si

ool 3o

Se substituie acest rezultat in (23.27). Rezulta,

v [BT _ BRT _jpay (23.29)
m, M

Cu ajutorul aceleiasi formule (23.25) se calculeaza V* si
apoi viteza termicd (patraticd medie) V gy,

m .
a=—2 obtinem,

2kT
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szvzfvdv:4 [ dv.
e romm{ e | free] -3
Pentru n=4si a= My

2kT

T viexp| m,Vv? dv_3 kT
2kT ’
\/_ /3kT ‘/3RT =1224v,.  (23.30)

Din valorile obtinute (23.29) si (23.30) rezulta Vp<v<vpalt

Totodata vp,v,v cresc proportional cu ﬁ si deci maximul

pat
functiei f(v) se deplaseazi spre viteze mai mari atunci cand
temperatura creste ( fig.4.5). Prin urmare, numarul de molecule cu
viteza mica scade, iar al celor cu viteza mare creste odatd cu
temperatura. Totodata , aria limitata de curba f(Vv) si axa vitezei
ramane constanta in baza conditiei de normare (23.16).

Primele determinadri experimentale ale vitezelor moleculelor
si verificarea experimentald a legii de distributie (23.22) au fost
efectuate de catre O. Stern (an.1920), folosindu-se fascicule
moleculare. Ulterior metoda propusad de O. Stern a fost aplicatd de
mai multi savanti cu scopul determinarii distributiei atomilor sau a
moleculelor dupa viteze. Descrierile experientelor lui Stern pot fi
gasite in manualele de fizica, inclusiv cel liceal. Mentionam, ca s-
a obtinut o bund concordantd a rezultatelor experimentale cu
legea de distributie Maxwell (23.22). Justificarea legii (23.22)
rezulta si din faptul ca ea permite o deducere strictd a legii de baza
a teoriei cinetico-moleculare (22.6) pentru gazul ideal, de
asemenea confirmata experimental.
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23.4. Distributia Boltzmann a moleculelor gazului ideal dupa
energii intr-un camp extern de forte conservative.
Formula barometrica
In absenta fortelor externe densitatea p si concentratia n a

moleculelor de gaz in echilibru sunt peste tot aceleasi, moleculele
filnd uniform distribuite in volumul recipientului. In realitate,
asupra moleculelor gazului actioneaza, cel putin, campul
gravitational al Pamantului, ceea ce genereaza o variatie a
concentratiei, deci i a presiunii gazului cu indltimea. Pentru a
stabili legea distributiei moleculelor unui gaz ideal, aflat sub
actiunea unui camp extern de forte conservative, vom considera

legea de distributie Maxwell -Boltzmann (23.19), in care se
substituie energia totala W a moleculei de masa M,
2

W = MoV

+W,, unde W, este energia potentiald in campul

indicat, cat si egalitatile N =nV,dN =Vdn. Se obtine expresia
2

m )2 W, + 02 )
dn=4zn, 5 IiT exp e vadv, (23.31)
T

in care n, este numarul de molecule din unitatea de volum
pentru care W, =0. Relatia (23.31) se integreaza in limitele

variatiei vitezei de la zero la infinit, folosindu-se formula (23.28).
Rezulta

% « 2
m W m,v
n=4r no[zn IiT] exp(— k—;jjvz exp[— 2(I)<T Jdv =

0

3
m, \? W, ) KT 1(27kT )2 W,
=4rn, expl —— | ——= ==n,exp| —— |,
2 KT KT ) my 2\ m, kT

W
n=n,exp (— k—_lfj (23.32)
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Relatia (23.32) se numeste distributia Boltzmann a
moleculelor gazului ideal dupa energii potentiale intr-un camp
extern de forfe conservative. Conform acestei distributii
concentratia moleculelor descreste exponential odata cu cresterea
energiei lor potentiale. Moleculele gazului ideal se distribuie
conform (23.32) in orice camp potential extern. in cazul particular
al campului gravitational omogen (g =const) distributia (23.32)

se scrie
m,g z Mg z
= - = 1 - 23.33
n noexp[ T j noexp( AT j ( )

unde z este inaltimea fata de nivelul nul al energiei potentiale, la
care se determind concentratia n, iar n, este concentratia la

acest nivel nul, coordonata caruia este z, =0.

Aplicam  distributia (23.33) atmosferei terestre, care in
conditii obisnuite se poate considera gaz ideal. Ajungem la
concluzia ca concentratia aerului  descreste expOnential cu
inaltimea. Descresterea este mai rapida pentru componentele
aerului cu mase moleculare mari. La deducerea formulelor
(23.32), (23.33) s-a considerat ca temperatura este constanta. Prin
urmare, valoarea concentratiei aerului calculatd conform (23.33)
este aproximativa, deoarece temperatura atmosferica scade cu
indltimea. Din formula (23.33) rezultd ca n—n,, daca T — o,

adica cresterea temperaturii, deci si a energiei cinetice medii a
moleculelor, valoarea careia devine W, >>W_, ar conduce la

egalarea concentratiei gazului  in intreg spatiul accesibil. La
T —0 obtinem n—0, adica la incetarea miscarii termice a
moleculelor, cand energia lor cinetica tinde spre zero, moleculele
s-ar depune pe suprafata terestra. Astfel, mentinerea atmosferei
terestre se datoreaza miscarii termice a moleculelor, asupra carora
actioneaza forta gravitationala.

In formula (23.33) se substituie p=nkT, p,=nKT.
Rezulta
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KT
Am obtinut relatia, numita formula barometrica. Daca se cunosc
presiunea p, la z,=0 si pla inaltimea z, din (23.34) se poate
calcula aceasta Tnalfime

p=p, exp(— Tod Zj. (23.34)

mg P
Formulele (23.33), (23.34) se pot deduce, neutilizand
distributia Maxwell —Boltzmann. Se scrie conditia de echilibru
pentru un strat de aer de inaltime dz siarie S ( fig 4.6)

Fig.4.6

s[p—(p+dp)|=spgdz,

unde p si p+dp reprezintd  presiunea  atmosferica la
indlimea z, respectiv z+dz, iar p este densitatea aerului din
stratul considerat. Urmeaza

dp =—pgdz.
Din ecuatia de stare a gazului ideal se determina p,

_Mp_ mp

RT kT’

(m, este masa unei molecule) si se substituie in egalitatea
precedenta
—Mdz, d_ —Mdz.

do =
P kT p kT
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Considerand T =const, g =const, se integreaza ultima egalitate

in limitele p,, p si respectiv 0, z. Se obtine formula barometrica

(23.34).

Aceasta a doua deducere a formulei (23.34) poate fi
consideratd ca o confirmare a justetii uneia din cele mai
importante legi a fizicii statistice clasice — distributia Maxwell-
Boltzmann.

§ 24. Legea echipartitiei energiei cinetice medii
dupa grade de libertate
In §22 am obtinut expresia pentru energia cineticd medie de
translatie a unei molecule de gaz ideal
— 1 2 3

Wtr :Emo Vpat _E

KT. (24.1)

Concomitent cu miscarea de translatie moleculele formate
din doi si mai mulfi atomi pot efectua miscari de rotatie, iar
atomii constituenti — si miscari oscilatorii. Energia medie ce
revine acestor miscari se determina in baza legii statistice a
echipartitiei energiei cinetice medii dupa grade de libertate. In
acest paragraf vom formula §i aplica aceastd lege pentru
moleculele mono-, bi- si poliatomice de gaz, pentru care vom
adopta anumite modele. Definim, 1in prealabil, notiunea de grad de
libertate: numarul de grade de libertate ale unui corp este
numarul de coordonate independente, necesare pentru a determina
univoc pozitia corpului in spatiu.

a) Molecule monoatomice. Masa moleculei monoatomice
este concentrata practic i1n totalitate in nucleul atomic,

dimensiunile ciruia (=107°m) sunt neglijabil de mici. Molecula
monoatomica se considera un punct material Tn miscare de
translatie si pozitia lui este complet determinatd de trei
coordonate - X,y,z. Deci o astfel de molecula are trei grade de
libertate si energia cinetica medie determinata de formula (24.1),
in care vom substitui expresia (22.5) pentru viteza termica
V; .Obtinem
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— m &,
W, =—2> v,.
tr N ; k
Datorita haotismului miscarii termice a moleculelor de gaz toate
directiile sunt la fel de probabile si valorile medii ale celor trei
termeni din partea dreapta a egalitatii
Vi = Vi, + Vi, + Vi, (24.2)
sunt egale intre ele. Prin urmare, luand in calitate de exemplu
axaX putem scrie

3
Astfel, din consideratiile generale ale teoriei cinetico-moleculare
se ajunge la concluzia ca fiecarui grad de libertate al miscarii de
translatie a moleculei ii revine una si aceeasi valoare medie a
energiei cinetice, care se obtine substituind a doua egalitate din
(24.1) in expresia (24.3)
— 1 KT
Wtrx = g . g kT = 7 (244)
Deducerea stricta a relatiei (24.4) se bazeaza pe functia de
distributie Maxwell dupa viteze, descompusa dupa componentele

vitezei
m %2 m.v 2
f(v X):( 0 J exp[— 0 XJ. (24.5)

N , 1 N 5 _ l—
kax = _ka ) Wtrx = _Wtr' (243)
k=1 3 k=1

27 KT 2kT
Functiile de distributie dupd componentele v, si v, au acelasi

aspect ca si (24.5), doar ca indicele vitezei devine Y, respectiv z.

In continuare, folosind (24.5) si definitia (23.25) se calculeaza
valorile medii ale energiei de translatie in lungul fiecarei axe.

+o0 %*‘W 2
MV My o My | My 2 MoV
X = Oy (v Jdv, =2 —2— | [Viexp| ——=|dv =

2 2 J. g ( X) 2 (ZﬁkT '[C »&P 2KT g

Yo 2
mO 2 mOVx
=m Vo expl| — dv, =
°(2;;ij ! X Xp( 2ij X
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_m Mo %‘\/; m, 7%_k_T
| 27kT 4 \ 2kT 2
Calculul integralei s-a bazat pe formula (23.28). In mod analog se
obtin egalitatile
MV, _kT  myvi kT
2 2 2 2
Astfel, am dedus legea echipartitiei energiei cinetice medii
pe cele trei grade de libertate ale miscarii de translatie, fiecarui

. . : . kT
grad revenindu-i energia egala cu >

b)Molecule bi- si poliatomice. Intr-o prima aproximatie
molecula biatomica reprezintd doud puncte materiale legate rigid
la 0 anumita distanta unul de altul (fig 4.7). In afard de trei grade
de libertate ale miscarii de translatie ea poseda incd doud grade de
libertate ale miscarilor de rotatie 1in jurul axelor 0,—0, si

0, -0, Momentul de inertie neglijabil de mic fatd de axa

0' —0' anuleazi energia cinetici a rotatiei moleculei in raport cu
aceasta axa.

Moleculele poliatomice se considera, in prima aproximatie,
formate din trei §1 mai mulfi atomi legati rigid intre ei (fig 4.8)
si poseda trei grade de libertate ale miscarii de translatie si trei
grade de libertate ale miscarii de rotatie 1n raport cu axele
indicate pe figura.
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In cadrul fizicii statistice  clasice se deduce legea
echipartitiei energiei dupd gradele de libertate de translatie sau
rotatie ale moleculei. Legea susnumitd se formuleaza astfel:
fiecarui grad de libertate al moleculei 1i revine aceiasi energie

cinetica medie, egala cu —. Prin urmare, energia cinetica medie

amoleculei cu i grade de libertate este
W, :ékT. (24.6)

In cadrul modelelor adoptate energiile cinetice medii ale
moleculelor sunt urmatoarele :

pentru gaze monoatomice i=3, VVC = %kT :
pentru gaze biatomice i=5, VVC = ng :
pentru gaze poliatomice  i=6, VVC = g KT.

Modelele moleculelor, formate din atomi legati rigid intre e,
sunt simplificate. Atomii moleculelor nu sunt legati rigid, dar
efectueaza miscari oscilatorii, distanta dintre ei variaza. Calculand
energia  cineticdA medie a unei molecule, trebuie luate in
consideratie si gradele de libertate oscilatorii: molecula biatomica
are un grad de libertate oscilatoriu, iar molecula triatomica are trei
grade de libertate oscilatorii. Energia unei oscilatii mecanice este
egalda cu suma dintre energiile cinetica si potentiald. Valorile
medii ale acestor energii sunt egale intre ele si fiecare este egala

kT . ) ) ) C )
cu ? Prin urmare, unui grad de libertate oscilatoriu 1i revine

energia medie egala cu kT, adica de doua ori mai mare decat

energia ce revine unui grad de libertate al miscarii de translatie
sau rotatie.

Este important de mentionat cd deducerea legii echipartitiei
in cadrul fizicii statistice cuantice conduce la urmatoarele
concluzii. Energia cinetica medie ce revine unui grad de libertate
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C . 5 kT 5 5 ..
al miscarii de rotatie este egala cu > daca se respecta conditia

ca T>>6, unde @ este numitd temperatura caracteristica de
rotatie si este o constantd pentru substanta datd. Pentru majoritatea
gazelor valorile acestei temperaturi sunt cu mult mai mici decat
temperatura normald. Prin urmare, la temperaturi comparabile cu
cea normala trebuic sia se tind cont de miscarca de rotatie a
moleculelor si de energia medie ce 1i revine. Energia cinetica
medie ce revine unui grad de libertate oscilatoriu este egald cu
KT, atunci cand temperatura gazului T >>6, . Marimea 6, este 0

temperatura specifica fiecarei substante, numitd temperatura
caracteristica de vibratie. Pentru majoritatea gazelor valorile 6,

sunt mai mari decat cea normald. In rezultat, miscarea oscilatorie
trebuie luatd in consideratic numai la temperaturi mult mai mari
fata de cea normala.

§25. Parcurs liber mediu al moleculelor

Moleculele oricarei substante reprezinta sisteme complexe,
intre care se exercita forte intermoleculare, caracterul si valoarea
carora depinde de distanta dintre molecule. Distanta minima, la
care se apropie centrele a doud molecule poate fi determinatd pe
baza legii conservarii energiei. Aceasta distanta, numita diametru
eficace al moleculei, depinde de energia medie a sistemului,
format din doud molecule in interactiune, prin urmare depinde de
temperaturd. Evident, diametrul eficace depinde si de natura
chimica a moleculelor gazului.

In teoria cinetico-moleculard se introduce notiunea de
parcurs liber mediu-caracteristica statistica a sistemului considerat,
aflat in stare de echilibru. Parcursul liber mediu al moleculelor de
gaz este distanta medie parcursd de o molecula intre doua ciocniri

succesive. Parcursul liber mediu A4 al moleculelor gazului ideal
omogen satisface relatia

, (25.1)



unde V este viteza medie a moleculelor gazului, iar y este
numarul mediu de ciocniri ale unei molecule in unitatea de timp.
Pentru simplitatea calculelor marimilor ¥ si A vom presupune ci
toate moleculele, in afara de cea considerata, sunt imobile.
Ciocnirea moleculei mobile de o molecula imobila se produce,
daca centrul moleculei imobile se afla, in raport cu dreapta in
lungul careia se deplaseaza molecula mobild, la o distantd mai
micd sau egali cu diametrul eficace d. In rezultatul ciocnirii
molecula mobila isi schimba directia de miscare si se deplaseaza
rectiliniu §i uniform pana la o noud ciocnire. Evident, molecula
mobila va ciocni 1n unitatea de timp toate moleculele imobile ce au
centrele in interiorul cilindrului cu cotituri de lungime totala V si

cu sectiunea 7 d” (fig.4.9).

Fig.4.9

Daca n este concentratia moleculelor, iar V este volumul
cilindrului cu cotituri, atunci numarul mediu de ciocniri in unitatea
de timp ale moleculei mobile este:

7 =nV = zd’nv.
In realitate toate moleculele se miscd si, ca urmare, numirul de
ciocniri este determinat de viteza medie relativa a moleculelor
\'

rel

Vi =2V,
Numarul mediu de ciocniri ale unei molecule in unitatea de timp
este
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7=A+2xd?*vn . (25.2)
Substituind aceastd egalitate in (25.1) obtinem parcursul liber
mediu,
1

V2 7d%n
p

Luand in consideratie ca n =ﬁ’ rezultd cd la temperatura

A= (25.3)

constantd parcursul liber mediu este invers proportional cu
presiunea:

- kT
A=—. 25.4
\/Eﬁdzp (254)

Odata cu cresterea temperaturii diametrul eficace se micsoreaza,
iar parcursul liber mediu creste conform relatiei

~ T
A=A —),
T+cC
unde A, este parcursul liber mediu pentru T =00, iar ¢ este 0
constantd de material.

Sa evaluam valorile marimilor fizice A4 si y . Consideram

un gaz ideal 1n conditii normale. Atunci n=2,68-10°m?
(numarul lui Loschmidt). Daca mai admitem, cd raza eficace a

. d . . .
unei molecule este r =3 ~107°m, din egalitatea (25.4) se obtine

A~2-10"m.
Micsorarea presiunii pand la p~10"Pa are drept urmare

cresterea parcursului liber mediu pana la A =10 cm. Deci, in

aceste conditii, moleculele unui gaz dintr-un recipient cu
dimensiunile de ordinul a cétiva centimetri se pot deplasa de la un
perete la altul farda sd se ciocneascd intre ele. La presiuni

p ~10™* Pa parcursul liber mediu atinge valori de ordinul zecilor
de metri.
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. . - m .
Din relatia (25.2), in care se substituie v=~500 — si
S

A ~0,6-10"m se obtine pentru oxigen, aflat in conditii normale,
7 ~8-10°s™. Cu micsorarea presiunii scade proportional si
numarul mediu de ciocniri.

§26. Fenomene de transport

In fizica statistica se studiazi sisteme macroscopice, aflate in
stare de echilibru, in care decurg procese reversibile (a se vedea
§29.1). Primele studii ale proceselor ireversibile, ce au loc in
sisteme macroscopice aflate in stare de neechilibru, au fost
intreprinse de catre R. Clausius (an. 1850) si W. Thomson (an.
1854) care au pus baza cineticii fizice. Unii parametri ai sistemului
macroscopic, in care au loc procese ireversibile, variaza de la un
punct la altul si in timp (daca procesul nu este stationar). Prin
urmare, nu mai este posibild o descriere globald a starii sistemului
si a evolutiei ei. Este necesara o descriere a starilor momentane ale
sistemului in fiecare punct si in timp. Pentru a realiza aceasta
descriere sistemul macroscopic se imparte imaginar intr-un numar
foarte mare de subsisteme, fiecare de volum AV, suficient de mic
pentru ca in interiorul sdu sa se realizeze, practic instantaneu,
starea de echilibru. Totodata, aceste subsisteme trebuie sa aiba un
volum suficient de mare pentru ca fiecare din ele sa fie considerat
sistem macroscopic. In decursul proceselor ireversibile are loc o
migcare complexa a materiei, care constd din deplasarea de
substanta, transfer de energie, sau transfer de sarcina electrica, etc,
dintr-un subsistem in altul. Pentru a caracteriza variatia unei
marimi scalare M de la un subsistem la altul (de la un punct la
altul ) al sistemului considerat se introduce vectorul densitatii de
flux al acestei marimi, numeric egal cu valoarea marimii M
transportata in unitatea de timp, printr-o unitate de suprafata,
situatd normal fata de directia de transport

- d (oM )
- — |2, 26.1
Jw dsn(ﬁt] (26.1)
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unde A este vectorul unitate al axei, in lungul careia are loc
transportul respectiv, iar ds, este elementul de suprafata, normal

la acest vector unitate. Ca exemplu se pot da: densitatea fluxului
de masa J_, densitatea fluxului de entropie J,,, etc. Procesele

fizice ireversibile, insotite de un flux de energie, substanta, etc.,
sunt numite fenomene de transport. Atunci cand un fenomen este
insotit de transport de substantd se spune ca se produce difuzia
moleculard. Dacad fenomenul este Tnsotit de transport de energie se
produce conductibilitatea termica, iar cand este insotit de transport
de impuls are loc frecarea interna, numita si vascozitate.
Fenomenele de transport se pot produce in gaze, lichide si
solide. In gaze aceste fenomene se realizeazia in rezultatul
dereglarii caracterului complet haotic al miscarii moleculelor, deci
si a nerealizarii distributiei Maxwell a moleculelor dupa viteze.
Strict vorbind, studiul fiecarui fenomen de transport trebuie
inceput cu determinarea abaterilor de la distributia Maxwell, ceea
ce permite deducerea  riguroasa al legitatilor fenomenului

g1

vom referi doar la fenomenele de transport in gaze ideale. Ne vom
limita cu analiza legitatilor experimentale principale ale acestor
fenomene si cu fundamentarea lor doar calitativa in baza teoriei
cinetico-moleculare.

26.1. Ecuatii generale ale fenomenelor de transport in
gaze ideale
Consideram un parametru microscopiC Statistic A, ce

. : oA .
descreste liniar in lungul axei 0z, a—;tO. Neomogenitatea
z

marimii A conditioneaza aparitia in gaz a transportului, in sensul
pozitiv al axei 0z, altei marimi fizice M = M(A). De exemplu,
dacd marimea A reprezintd energia cinetici medie a moleculei,
direct proportionald cu temperatura locala T, atunci M reprezinta
energia internd. Evident, cd numarul de molecule ce traverseaza in
unitatea de timp o unitate de suprafatd cu coordonata z, situatd
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normal fatd de axa 0z, intr-un sens sau altul, este direct
proportionald cu concentratia N a moleculelor si cu viteza lor
medie V. Totodata, cu cat este mai mare diferenta valorilor
marimii A, ce caracterizeaza moleculele ce traverseaza suprafata
indicatd in sensuri opuse, intr-o unitate de timp, cu atat este mai
mare densitatea fluxului marimii fizice M (A). Putem considera ci
distanta medie, parcursd de o molecula de la ultima ciocnire pana
la trecerea prin suprafata indicata este egala cu parcursul liber
mediu A . Generalizand aceste rationamente, obtinem ca densitatea
fluxului marimii M =M (A) este direct proportionald cu n, V, cat
si cu diferenta valorilor mirimii A dintre punctele cu
coordonatele (z— 1) si (z+17):

iy ~NV[A@Z-1)-Aiz+1)]

Deoarece
Alz+72)~A2) Z%,
Alz—7)~ A( _z%,
obtinem:
ju ~2nvi %. (26.2)

Relatia (26.2) este numitd ecuatie de transport a marimii M .
Aceastd ecuatie poate fi dedusa si pentru cazul, in care in sistem

variaza, in sensul pozitiv al axei0Z , marimea fizica A, raportatd
la 0 unitate de volum (de exemplu, densitatea gazului). Atunci,

A =nA j, ~ 2\72%. (26.3)

In relatiile (26.2), (26.3) derivatele Z—A si aai reprezintd proiectia
VA z

pe 0z agradientului marimii A, respectiv A, . Daca se efectueaza
un studiu riguros al fenomenelor de transport, bazat pe teoria
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cinetico-moleculara a gazelor ideale, se ajunge la urmatoarele
ecuatii de transport,

R N\
i, 26.4
v = gnvAS (26.4)
1A
=iy | 26.5
v =592 (265)

numite si formule generale ale fenomenelor de transport in gaze.

26.2. Conductibilitatea termica

Prin conductibilitate termica se intelege transportul ordonat
de energie internd, numit si transport de caldurd, atunci cand
moleculele gazului din subsisteme diferite posedad energii cinetice
medii diferite. Transportul ordonat de energie interna se produce in
rezultatul miscarii termice haotice si interactiunii moleculelor, in
sensul descresterii energiei lor cinetice medii, adicd in sensul
descresterii temperaturii. Pentru simplitate, vom considera ca
transportul de energie se produce unidirectional, in sensul pozitiv

al axei oz, pentru care aa—T<O, deoarece fluxul de caldurad se
z

transportd in sensul micsorarii temperaturii.
Conductibilitatea termicd se caracterizeaza prin densitatea
fluxului de energie internd, sau densitatea fluxului de caldura, j,,

j :i(a_uj
“ds \ ot )

care respectd legea experimentala a lui Fourier,
i, = —ka—T, (26.6)
0z
unde k se numeste coeficient de conductibilitate termica, iar
semnul ,,-” indica faptul, ca transportul de energie are loc in sensul
micsorarii temperaturii. Atunci, energia transportata prin suprafata

ds, in timpul dt este determinatd de expresia:
ouU = j,ds,dt
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Pentru ca, intr-un proces izocor, temperatura unei unitati de volum
de gaz ideal sa fie ridicata cu dT, este necesara energia (a se
vedea §28.1)

ou, = pc,dT,
unde p este densitatea gazului, iar C, -caldura specifica la volum

constant. Atunci
ouU dT
V — pC —. 26.7
e (26.7)

Ultimele relatii indica clar, cd marimea M din relatia (26.5) este
energia interna, iar A, reprezintd energia internd a unitatii de
volum U,, direct proportionald cu temperatura locala U, ~T. Se
substituie egalitatea (26.7) in (26.5)

i, = %vz pCV(Z—-IZ- | (26.8)
Comparand expresiile (26.8) si (26.6), obtinem o relatie pentru
coeficientul K :

k= %\—/Z o, . (26.9)

Formula (26.9) exprima coeficientul de conductibilitate termica in
functie de marimile caracteristice ale teoriei cinetico-moleculare:
viteza medie V si parcursul liber mediu al moleculelor gazului 1 ,
densitatea gazului p, cildura specifica la volum constant.

26.3. Frecarea interna (vascozitate)

Sa consideram curgerea, provocata de actiuni externe, a unui
gaz. In volumul gazului se pot separa straturi, ce se deplaseazi
ordonat in lungul axei X, avand valori diferite ale vitezelor
(fig.4.10), adica v=f(z).
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Fig.4.10

Miscarea ordonata a straturilor se suprapune miscarii haotice
a moleculelor, in rezultatul careia: moleculele din straturile cu
viteza mai mare trec 1n straturile cu viteza mai mica si astfel viteza
acestora din urma se mareste; moleculele din straturile cu viteza
mai mica trec in straturile cu viteza mai mare si, in rezultat, viteza
acestora din urma se micsoreaza. Ca rezultat global apare transport
al impulsului P, de la straturile cu viteze mai mari catre straturile

cu viteze mai mici. Fenomenul descris, numit frecare interna sau
vascozitate, se supune unei legi analogice legii lui Fourier pentru
conductibilitatea termica:

0 oP, oV

i - X 26.9
=% a T Ta (26.9)

unde j, este densitatea fluxului de impuls, 7 se numeste

X

0z
reprezinta proiectia pe 0z a gradientului vitezei straturilor. Avand

in vedere legatura dintre variatia impulsului si forta F =(:j—|:

coeficient de frecare interna sau vdscozitate dinamica, iar

(principiul fundamental al mecanicii) se poate afirma: asupra
stratului considerat actioneaza o forta tangentialda la suprafata de
contact 0s intre acest strat si cel vecin, valoarea careia rezultd din
relatia (26.9):

R, _

dF, =
oot

j, 05 =—nas . (26.10)
oz
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Analog, asupra stratului  vecin actioneaza  forta

dF2=-dF:. Formula (26.10) este numitd legea lui Newton
pentru frecarea interna. Conform acestei legi, forta de frecare
interna, tangentiala la suprafata de contact 0s dintre doua straturi
de gaz este direct proportionald cu variatia vitezei lor ordonate pe
unitate de lungime, in directia normalei la suprafata de contact
intre straturi. Mentionam, ca relatiile (26.9), (26.10) au acelasi
aspect si pentru lichide reale in curgere laminara.

Din aceasta analiza a frecarii interne urmeaza ca marimea A, din

formula (26.5) reprezinta impulsul miscarii ordonate a moleculelor
din unitatea de volum
R/ :anVx :,DVX,

unde m, este masa unei molecule.

Atunci
oP, _ am ov, 0OV,
0z 2 P o

Substituim aceasta expresie in relatia (26.5) si obtinem densitatea
fluxului de impuls
VA ov, VA __ 0V
nm,
3 oz 3 0z
Comparand relatiile (26.9) si (26.11) urmeaza expresia pentru
vdscozitatea dinamica

X, (26.11)

VA VA
=—p=—nm,. 26.12
n=—g p="3 "M (26.12)
Pentru gaze viteza medie V este proportionalda cu /l iar
mO
parcursul liber mediu A este proportional cu E . Atunci,
n

,T 1 Jm
~nm, [— ~ . 26.13
g °\m, nd* d? VT ( )
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Rezulta ca vascozitatea dinamica 7 nu depinde de concentratia N
a moleculelor gazului si deci nu depinde nici de presiune. Aceasta
concluzie se explica astfel. Concomitent cu presiunea se
micsoreaza concentratia, adicda numarul de molecule -care
efectueaza transportul de impuls, dar creste parcursul liber mediu
A, deci si variatia impulsului. In rezultat, » rimane constant.

Aceasti explicatie este valabild numai atunci cind A este mic in
comparatie cu dimensiunea deschiderii, prin care curge gazul (de
exemplu, diametrul tubului). In caz contrar 7 se micsoreaza odata

cu scaderea presiunii. Conform relatiei (26.13) avem 77~\/? :

adici —L =const. in realitate, acest raport creste lent odatd cu

\/?

temperatura, ceea ce se explica prin dependenta de temperatura a
parcursului liber mediu.

26.4. Difuzia
Prin difuzie se intelege o deplasare ordonata a moleculelor
dintr-un subsistem in altul atunci cand in sistemul considerat exista
un gradient al concentratiei moleculelor (sau al densitatii
substantei ). Vom admite, pentru simplitate, ca difuzia se produce
dupa o singurd directie, OZ , deci concentratia moleculelor gazului

. on .
n:n(z) si a—;to. Deoarece p=nm,, unde m, este masa unei
A

. . . 0 . .
molecule, urmeaza ca si a—p;éO. Difuzia este caracterizata de
Z

densitatea fluxului de molecule j, , numeric egald cu numarul de

molecule care traverseaza in unitatea de timp unitatea de suprafata,
situatd normal la directia in care se produce difuzia. Daca se

considera suprafata dSn , normala la directia de difuzie, atunci in

timpul dt prin ea se transporta numarul de molecule, determinat
de expresia
dN = j,dsdt. (26.14)
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Date experimentale conduc la concluzia, cd densitatea fluxului de
molecule este direct proportionala cu proiectia gradientului
concentratiei lor, adica

j, =0 (26.15)

0z

Coeficientul de proportionalitate D se numeste coeficient de
difuzie, iar semnul ,-” aratda cd difuzia se produce in sensul
micsorarii concentratiei. Expresia (26.15) reprezintd prima lege a
lui Fick pentru difuzia unidirectionala. Legea lui Fick se mai
exprimd prin masa de gaz transportatd n unitatea de timp prin

unitatea de suprafata, normala la directia de difuzie, anume J_,

in = —Da—p. (26.16)
oz
Atunci, densitatea p reprezinta marimea A, din (26.5).
Comparand formulele (26.5) si (26.16) obtinem:
D= % (26.17)
Se substituie formulele (25.4) si (23.29) in (26.17). Urmeaza:
3

oLl [8kT kT T

2
3Vzm, ~2zd’p m,d*p’
Coeficientul de difuzie depinde de natura gazului prin masa unei
molecule m, si diametrul ei eficace d. La presiune constantd
3

coeficientul de difuzie este proportional cu T 2. Aceasta concluzie
nu este riguroasd, deoarece s-a constatat ci diametrul eficace d
depinde de temperatura. La T =const coeficientul de difuzie este
invers proportional presiunii p .

(26.18)

Sa consideram un strat de gaz cu aria bazei S si Indlfimea
dz. Numarul de molecule din acest strat este nsdz. Variatia in
timp a acestui numar de molecule este egal cu diferenta fluxului de
molecule prin cele doud suprafete cu aria S fiecare si cu
coordonatele Z si z+dz:
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0 : .
a(n S dZ) = S[JN (Z)_ In (Z + dZ)].
Marimile fizice j (Z) sl Jy (Z + dz) reprezinta, in general,

niste functii de mai multe variabile. Considerand toate aceste
variabile, cu exceptia lui Z, constante, obtinem

. . Jj
jy(z+dz)~ j,(2)+ %dz.

Atunci,

9 I PR A
at(nsdz) Sl:jN(Z) iv(2) > dz}
on Oy
ot o
Am obtinut ecuatia de continuitate pentru fenomenul de difuzie,
care exprima legea conservarii numdrului de molecule. Dacd in
aceastd ecuatie se substituie prima lege a lui Fick (26.15), obtinem:
on__d®n
ot 0z’
Relatia obtinuta se numeste legea a doua a lui Fick si reprezinta
ecuatia diferentiald a difuziei, care descrie complet acest fenomen
dacd se cunosc conditiile initiale. Prin integrarea ei se obfine
concentratia ca functie de z la orice moment t .

Rezultatul difuziei este uniformizarea concentratiei gazului
in sistemul considerat, indiferent de faptul daca acest sistem
reprezintd un gaz omogen din punct de vedere chimic sau un
amestec de gaze. Coeficientul de difuzie al unui amestec de doua
gaze cu masele moleculelor m,,, respectiv m,, si diametrele

eficace a moleculelor d,, respectiv d,, se calculeaza astfel:

D-B |,
my din
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. . Moy, M
unde B este un coeficient numeric, m; =—2"22 se numeste
m01+m02

_d, +d,

masd redusd a moleculelor amestecului, iar d, = >

reprezinta diametrul eficace al moleculelor amestecului.

Difuzia se produce nu numai in medii gazoase, dar si in
lichide si solide. Dacéd se calculeaza distanta medie, parcursa de
substanta care difuzeaza intr-o unitate de timp, se obfin rezultate
foarte diferite, deoarece difuzia in gaze se produce mult mai rapid
decat in lichide si solide. De exemplu, in conditii normale, intr-0
secundd, fluxul de aer Tnainteaza in vapori de apa cu ~ 0,5cm, pe

cand fluxul de aur inainteaza in plumb cu ~1cm in 24 ore.

26.5. Consecinte din teoria fenomenelor de transport in
gaze

Din formulele (26.8), (26.12), (26.17) se obtin urmatoarele

relatii dintre coeficientii de transport
k=nc,=pc,D

Din aceste relatii rezultd ca determinarea experimentald a unor
coeficienti de transport permite calculul celorlalti. Fenomenele de
transport permit calculul diametrelor eficace ale moleculelor
gazelor omogene din punct de vedere chimic, dacd se determina
experimental valorile coeficientilor de transport si caracteristicile
gazului, anume: viteza medie la temperatura datd, caldura
specifica, masa molara.

Aplicatii. Probleme rezolvate
Problema 1.
Intr-un recipient cu volumul V=1,001 se afla un mol de
azot. Sa se afle:

a) temperatura azotului, pentru care eroarea relativi a
presiunii, calculate din ecuatia de stare a gazului ideal, este de
10% fata de presiunea calculata din ecuatia Van der Vaals.

b) presiunea gazului la aceasta temperatura.
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Rezolvare
Notam prin P si P presiunea gazului determinatd din

1
ecuatia de stare a gazului ideal, respectiv din ecuatia Van der
Vaals.

PV =0RT, P =ﬂ=ﬂ; (v=1mol),
V Vv
a RT a
P+—)V -b)=RT, P=—-——.
( V32 )V =b) V-b V?
N . .. . P-P
In conformitate cu conditia problemei 7 = 'T 01.
Scriem acest raport, substituind relatiile de mai sus,
RT RT i
V. Vb 'V?_
RT a T
V-b V?
Din egalitatea obtinutd se exprima T,
_a+n)V -b)

RV (pV +b)

Valorile marimilor a si b se determina din tabele: pentru azot
2
a=135""" h_0,027 1 Rezults T =133 K. Din ccuatia
mol mol

Van der Vaals se exprima presiunea :

_RT _a

V-b V?

Substituind valorile marimilor in SI, obtinem P ~10°Pa.

Problema 2
Sa se determine cea mai micad valoare posibila a presiunii
gazului ideal, temperatura cdruia respectd legea T=To+aV?, unde
a, To sunt constante pozitive, iar V este volumul unui mol de gaz.
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Rezolvare
Vom folosi ecuatia de stare a gazului ideal si legea variatiel
temperaturii pentru a obtine dependenta presiunii de volum.
PV =uRT, P= ”\F;T =§(r0 +aV?), (v=1mol).
Vom obtine valoarea minima a presiunii, impunand condifia.

d—P=O, :—Ezcro +aV2)+52aV =0,=>V :\/E.
dv \Y \Y a
Substituim aceasta valoare a volumului in dependenta presiunii de

volum. Obtinem

R

Pmin:—(I'0+aT—°):2R al,.
A
a

Problema 3
Intr-un cilindru previzut cu un piston se afld heliu cu masa
m=20 g. Gazul este adus cvasistatic din starea de volum V=32l i
presiune P1=4,1 atm in starea de volum V>=9l si presiune
P>=15,5atm. Ce temperatura maxima atinge gazul daca procesul
este reprezentat printr-o dreapta ce uneste punctele 1 §i 2 ? Sa se
determine presiunea §i volumul in punctul de temperatura maxima

Rezolvare

2 Graficul descrie un proces
particular, care nu este simplu.
Ecuatia acestui proces este ecuatia
dreptei P =aV +b.Vom
determina constantele a si b din
sistemul, format din egalitatile

P =aV,+b, P,=aV, +h.
Obtinem:

-y

e
E
R
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a=h=h_ o58M_ 57 P2
V, -V, I m’

PV RV,
V1 _Vz
Exprimam temperatura T din ecuatia de stare a gazului ideal si in
egalitatea obtinuta substituim ecuatia procesului .
SV WV
bR R
Dependenta temperaturii de volum este descrisa de ecuatia unei

=20 atm =2-10°Pa.

parabole cu ramurile in jos. Folosind conditia de maxim, j—\-l; =0,

determinam volumul Vi, ce corespunde temperaturii maxime Tm si
aceasta temperatura.

i{—(av +bV)} :—3—2 1072 m?,
dv 2a
b2

Pl by

T, =481K.
VR 4a? 2a 4pRa

Substituind a,b,Vm 1in ecuatia procesului calculam presiunea ce
corespunde temperaturii maxime.

P, :an+b:g:106Pa.

Problema 4
Sa se determine temperatura gazului, pentru care:
a) viteza patratica medie a moleculelor de hidrogen este mai mare

decat viteza cea mai probabila cu AV =400 r%;

b) maximul functiei de distributie a moleculelor de oxigen dupd
viteze corespunde vitezei v=420 m/s.
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Rezolvare

a) In conformitate cu conditia problemei Vom =1 /% este

2RT

mai mare decat v, Cu Av, adica
a/‘gﬂ—«/zm - BB = (v

_ M@V ook

RGB-V2)
b) Maximul functiei de distributie a moleculelor dupa viteze
corespunde vitezei cele mai probabile

_|2RT
TV w
prin urmare ‘/% =420m/s, T ~340K.
Problema 5

Sa se calculeze vitezele cea mai probabila, patratica medie i
medie a moleculelor gazului, densitatea caruia este p=1g/l la
presiune normala. Considerdnd ca acest gaz este azot,

M =28-10kg/mol, sd se calculeze energia medie de translatie a
unei molecule §i concentratia gazului.

Rezolvare
Din ecuatia de stare a gazului ideal rezultd urmatoarea
expresie pentru densitatea gazului
_m_PM

"V RT’

. . RT
din care exprimam raportul =

P A
——=—, ce se substituie 1n
M p

egalitatile pentru viteze.
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=450 m/s,

l\)
Za
SE

550 m/s,

JT
e

Pentru a afla energia medie de transla!;ie a unei molecule

_|
SE

510 m/s.

ﬁ

W, = % KT determindm in prealabil temperatura T= g
P
Obtinem ,
W _3kT_3k MP 3k MP 3 MP _ 71077

"2 "2 Rp 2 kN,p 2N,p
In fine, calculim concentratia gazului din ecuatia fundamentali a

teoriei cinetico-moleculara

P_lnvvt,, n:3_—P
3 W,

=4,3-10°m*
Problema 6
La ce temperatura numarul de molecule cu viteza din
intervalul (v, v+dv) are valoare maxima ? Masa fiecarei molecule
este m.

Rezolvare
Numarul de molecule vitezele carora au valori din intervalul

dat (v, v+dv) se determina conform distribu‘;iei Maxwell.
3 mv?

dN = 471( k )2v%e T Ndv .

In conditiile problemei date notam
3

)E Ndv = const .

dre( m
27 kT
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Astfel, numarul de molecule cu viteze din intervalul dat depinde
numai de temperaturda si are valoare maxima atunci cand
d(dN

(@N) _

dT

3 mv?

d d . — —-
—(dN)=const-— (T 2.e 2T )=
dT( ) dT( )

somE 3 me 2
—const| - 2T 2.e % 4T 2.g 2 ﬂz =0=
2RT
mv? 5
Shr 3, me)
2 2kT
mv?

Corespunde valorii maxime si are sens fizic solutia T =

Problema 7
Gazul ideal cu masa molara M se afla intr-un recipient
cilindric inalt, vertical, cu aria bazei S i indltimea ho.
Temperatura gazului este T, iar presiunea pe baza de jos a
cilindrului este Po . Considerdnd ca temperatura §i acceleratia
caderii libere nu depind de inaltime sa se calculeze masa gazului
din recipient.

Rezolvare

Consideram masa elementarda dm a gazului, continut intr-un

volum elementar dV al recipientului
dm=pdV=psdh,
unde p este densitatea gazului, dh este indltimea volumului
elementar. Din ecuatia de stare a gazului ideal rezulta urmatoarea
expresie pentru densitatea gazului
PM

T RT
Pentru dependenta presiunii gazului de inaltime scriem formula
barometrica
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_Mgh
P=PRe "7 .
Substituind ultimele doua egalitati in prima obtinem
_Mgh _Mgh
dm="perr gh= o Tm d(Mgh}
RT g RT

Se integreaza egalitatea obtinutd 1n limitele O,m pentru masa si

Mgh

0,X%, = Mgh, pentru marimea X=-——. Obtinem masa gazului
RT RT

Xo SP 1- eMF?be.
0 g

Problema 8

Energia potentiala a moleculelor gazului ideal, aflat intr-
un camp central de forte, depinde de distanta r pana la centrul
campului conform legii Wy(r)=or?, unde o este o constantd
pozitiva. Considerand temperatura gazului T, iar concentratia
moleculelor in centrul campului no, sa se determine:
a) numarul de molecule aflat la distantele de la r pana la r+dr de
la centrul campului;
b) distanta cea mai probabila a moleculelor de la centru;
C) numarul relativ de molecule aflat la distanta de la r pina la
r+dr de la centrul campului.

m,

Xg
m= —%J.e’xd(—x) = —%e’X
99

Rezolvare
a) Distributia Boltzmann pentru moleculele gazului ideal, aflat
intr-un camp potential permite calculul concentratiei moleculelor
in dependentd de energia lor potentiald, adicd de pozitia lor in
camp. Campul central este potential, deci putem folosi legea
acestei distributii

Wo ar?

n=ne T =ne .

In cazul campului central moleculele, aflate la distantele de la r
pana la r+dr de la centrul campului, ocupa un strat sferic
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elementar cu grosimea dr si volumul dV = 4zr?dr . Numirul de
molecule in acest strat este

ar?

dN =ndV =ne 7 4zrdr.

b) Distanta r de la centrul campului este cea mai probabila daca
numarul de molecule ,aflate la aceasta distanta ,este maxim. Prin
urmare, trebuie calculata si egalata cu zero derivata in raport cur a

expresiei Z—N obtinutd din formula de mai sus.
r
a ne ¥ 4zr?|=0, e ¥ _2ar) oW or—o,
dr kT

2re‘”(—@+1j - 0.
kT

Valorii maxime a numdrului de molecule ii corespunde distanta
cea mai probabila

KT
put
) Pentru a determina numarul relativ de molecule aflat in

rp=

) ) . dN )
stratul sferic cu grosimea dr, adica raportul W , trebuie calculat,

in prealabil, numarul total de molecule N. Pentru aceasta se

integreaza expresia pentru dN in limitele de la 0 la oo.
3
0 ar E

N =4zn je ¥ or2dr = 4zn, 1 17 _(7kT n,.

° 2a 2.| o

KT kT

Calculul integralei s-a efectuat in baza formulei generale de calcul

a unor astfel de integrale (23.28).

(04

Pentru raportul dWN obtinem
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N w

3
_ar? 2 _ar?
d—N:47rn0e T rzdr |~ T Lo 2 amre v ar,
N zkT ) ny, \zkT

Problema 9
Sa se stabileasca numarul maxim de molecule de azot care se
pot afla intr-un vas de forma sferica cu diametrul D, astfel incat
moleculele sa nu se ciocneasca intre ele.

Rezolvare
Pentru ca moleculele sa nu se ciocneasca intre ele trebuie ca
parcursul liber mediu A sa satisfaca conditia 4 > D .

1
Deoarece A =———,urmeaza,
J2xd%n
1 1
A=———2D, N ————.
V2zd?n J27d?D

Pentru numarul total maxim de molecule in vas obtinem,

N_nv_nﬂ%ET_#.ﬂﬂ(ET_D—Z
371 2 J27d?D 37\ 2 6+/2d?%

Problema 10
Sa se calculeze numarul z al ciocnirilor intr-o secunda dintre
moleculele de hidrogen, aflate in volumul V=Imm?® in conditii
normale. Diametrul efectiv pentru molecula de hidrogen este

d~23-10"%m.

Rezolvare
Numarul de ciocniri ale unei molecule intr-o secunda este

v . .
Z,="r=v, J2zd?n, unde v, este viteza medie

. . 8RT . .
aritmetica, v, = M Concentratia n a moleculelor gazului o
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. . . P . T
vom determina din relatia n=—2. Numarul de ciocniri intr-0
0

secunda dintre toate moleculele gazului este Z =2,-N/2, N fiind
numirul total de molecule, N=nV. Prin urmare

2,2 2
Zzzl‘ﬂ:ﬁﬂ'd v,V 2z d’PYV ,8R|\; 1610757
T

2 2 2k*T?

Problema 11
Pentru un gaz, aflat in conditii normale, constanta Van der
Vaals b=40 ml/mol. Sa se determine parcursul liber mediu al
moleculelor acestui gaz.

Rezolvare
Constanta b este egala cu volumul propriu al tuturor
moleculelor dint-un mol de gaz, inmultit la patru, b=4NaV1, unde

3
. 4 . s
volumul unei molecule Vlzgﬂ(%j. Din aceste egalitati

q =3/ 3b
27 N,

care se substituie in relatia pentru parcursul liber mediu ,
2
1 KT, KT, ( 27 N ]3
2rd*n 27d? P, \EEPO 3b

urmeaza expresia pentru d

A

Problema 12
Volumul unui gaz ideal biatomic se micsoreaza adiabatic de
a=10 ori. Cum si de cdte ori variaza coeficientii de difuzie D si de
vdascozitate n ?
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Rezolvare
Scriem ecuatia procesului adiabatic (28.13)

T, (v,
TV ' =const, TV, =TV, ", 2=|-2| =a'7,
T1 (V,
C, i+2 . . 3 :
unde y:C—:f , 1 fiind numarul de grade de libertate ale
i

moleculei. Pentru gazul biatomic i=5, y=1,4. Cunoastem relatia
(26.17) pentru coeficientul de difuzie. O modificam ,substituind
relatiile pentru viteza medie, parcursul liber mediu si concentratia
— v N A
\Y

n

i)

vi 1 [8RT 1 v
D:—:— . . .
3 3\zM 22 vN,

Considerand d=const, am obtinut urmatoarele dependente

D, [T, V, .7 .
D, ~\TV,, D~T,V,, —2=\/Z~—2:a2-a=a5.
1 171 2%2 Dl -l-l V1

Calculul numeric indica ,ca coeficientul de difuzie se micsoreaza
de aproximativ 6,3 ori . Pentru vascozitatea dinamica n se deduce
relatia (26.13), in care vom substitui formulele de calcul pentru
viteza medie si pentru parcursul liber mediu,

VA nm, [8RT 1 2 R
1= 3 M= T3 M Y2zdn 37d2\ 2 M
Considerand din nou d=const scriem:
71
T (V.2 % ¢
m~ T 772~\/T7ﬂ= —1=(—2] =a =a°.
7 T, \A

Calculul numeric arata ca n creste de aproximativ 1,6 ori.

196



1.
2.

3.

Intrebari de verificare

Sé se explice conditiile in care ecuatia Clapeyron-Mendeleev rezultd din
ecuatia Van der Vaals.

Care este interpretarea cinetico-moleculara a notiunilor de presiune,
temperaturd termodinamica?

Sa se defineasca probabilitatea de distributie si sa se explice formula de calcul
a ei in cazul nivelelor energetice: @) nedegenerate; b) degenerate. Sa se
caracterizeze starea sistemului termodinamic cu probabilitatea de distributie
maxima.

. Ce sens fizic are functia de distributie a particulelor dupa: a) energii; b)

viteze?

. Sa se arate ca lege de distributie a moleculelor gazului ideal dupa viteze se

poate deduce din legea de distributiec a moleculelor gazului ideal dupa
energii.

. De ce marimi fizice depinde viteza cea mai probabild a moleculelor gazului

ideal?

. Sé se explice legea de distributie Boltzmann a moleculelor gazului ideal dupa

energii Intr-un camp extern de forte conservative, cat si formula
barometrica.

. Sa se indice simplificérile, admise la deducerea legii clasice a echipartitiei

energiei cinetice medii dupa grade de libertate.

. Sa se explice formula de calcul a parcursului liber mediu al moleculelor de

gaz.

10. Sa se explice conditiile necesare pentru aparitia fenomenelor de transport,

folosind in calitate de exemple conductibilitatea termica, frecarea interna si
difuzia.
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**Bazele termodinamicii

In §§27-32 se vor defini noi marimi fizice, care
caracterizeaza sistemele macroscopice si interactiunea lor cu
mediul exterior. Aceste marimi se vor folosi pentru formularea
principiilor termodinamicii, cu ajutorul carora se vor descrie
diverse procese, ce pot decurge intr-un sistem macroscopic. Forma
de prezentare a acestor teme urmareste si scopul de a explica legile
si procesele termodinamice in baza structurii moleculare a
sistemelor considerate, adica in baza fizicii statistice clasice.

Caracterul fenomenologic al termodinamicii a condus la
formularea urmatoarelor afirmatii—postulate ale termodinamicii—
puse la baza ei.

1. Un sistem termodinamic izolat ajunge intotdeauna intr-o
stare de echilibru, din care niciodata nu poate iesi de la sine.

2. Daca sistemele termodinamice, ce se afld In contact
termic, nu schimba caldura intre ele, se spune ca aceste sisteme se
afla in stare de echilibru termic, in care ele au aceeasi temperatura.
In aceasta stare parametrii interni sunt functii de parametrii externi
si de temperaturd. Acest postulat sta la baza tuturor metodelor de
masurd a temperaturii corpurilor.

§ 27. Principiul intéi al termodinamicii

27.1. Energia interna a sistemului termodinamic

Consideram un sistem macroscopic, particulele caruia
interactioneaza intre ele si cu mediul exterior, schimband energie
cu acesta. Energia cinetica totald a sistemului W, =W_(T) este
egala cu suma energiilor cinetice ale particulelor componente.
Determinarea acestei energii necesitd alegerea unui sistem de
referintd. De obicel, acesta este sistemul centrului de masa, in
raport cu care impulsul sistemului macroscopic este egal cu zero.
Sistemul macroscopic are si energie potentiald. Consideram
energia potentiald W, =W (V) egald cu suma energiilor de

interactiune dintre moleculele sistemului. Energia interna a
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sistemului reprezinta, prin definitie, suma dintre energiile cinetica
W, sipotentiala \/\/

U =W.(V)+W,(V). (27.1)

Este importanta precizarea, ca energia interna (27.1) nu
contine energia de miscare a sistemului ca Intreg si energia
potentialda a sistemului in campuri de forte externe. Conform
definitiei (27.1) energia internd depinde numai de parametrii ce
caracterizeaza starea interna a sistemului, fiind o caracteristica
intrinsecd a acestei stiari. Aceasta inseamna ca energia interna este
o functie de stare, adica are o valoare univoc determinata in starea
data, ce nu depinde de procesul prin care sistemul a ajuns in ea. La
aceasta concluzie se ajunge si in baza faptului cd energia interna
reprezintd suma a doud functii de stare W, si W,. Evident, energia

internd este determinatd numai pand la o constantd arbitrard
aditiva, ceea ce nu influenteaza legile ce descriu procesele dintr-un
sistem macroscopic, deoarece in aceste legi participd variatia
energiei interne. Daca sistemul macroscopic nu interactioneaza cu
mediul exterior, adica este izolat, energia sa internd nu se
modifica, U =const, desi particulele schimba energie intre ele ca
urmare a interactiunii reciproce. Aceasta afirmatie reprezinta legea
conservarii energiei sistemelor conservative izolate.

Dacd sistemul macroscopic interactioneazd cu mediul
exterior se produce un schimb de energie W astfel ca

Uu-u,=w, (27.2)
unde U, U,sunt energiile interne ale sistemului in stdrile initiala,
respectiv finald. Energia W reprezintd suma energiilor schimbate
de fiecare particula a sistemului cu mediul exterior. Evaluarea
energiei W ca o astfel de suma este imposibild pentru un sistem
macroscopic. Energia W se calculeaza ca suma a doua marimi
macroscopice, calitativ diferite, lucrul mecanic A si caldura Q,
schimbate de sistem cu mediul exterior
W=A+Q.
Aceste marimi fizice se analizeaza n §§27.3 si 27.4.
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27.2. Energiile interne ale gazelor ideale si reale
Energia cineticdi medie a unei molecule de gaz este
determinati de numarul de grade de libertate | si temperatura T
i
W, =—KkT,

c =

deci pentru energia cinetica a N =v N, molecule de gaz omogen
obtinem:

Wc=vNAl2kT=l2vRT (NJk=R)  (27.3)

Moleculele gazului ideal nu interactioneaza la distanta, prin
urmare W, =0. Atunci din egalitatile (27.1), (27.3) urmeaza

energia internd a gazului ideal
U= %VRT . (27.4)

Energia potentiald de interactiune dintre moleculele gazului real
depinde de distanta medie dintre ele, adica de volumul gazului,
W, =W, (V). Se stie: lucrul efectuat impotriva fortelor de atractie

dintre particule este egal cu cresterea energiei potentiale a
sistemului, format din aceste particule; fortele de atractie dintre

moleculele gazului real, exercitate normal pe unitatea de suprafata,
2
ayv

reprezinta presiunea internd din ecuatia Van der Waals, P, = \V/Z

Atunci, lucrul elementar efectuat la dilatarea gazului impotriva

fortelor de atractie dintre molecule
a v’
V 2

dA=PdVv =22 _dv |

este egal cu variatia infinit micd a energiei potentiale

a v’
V2

dw, =2>_dv .

Integrand ultima egalitate, obtinem:
2

W, - av
Vv

dV +const . (27.5)
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Valoarea constantei din (27.5) se determind din conditia
urmatoare: cand V — oo gazul satisface modelul gazului ideal si
W, =0. Prin urmare, const =0. In rezultat, pentru energia internd

a gazului real am obtinut expresia:

H 2
U=LyRT - &
2 v

: (27.6)

din care urmeaza ca cresterea energiei interne se produce atunci
cand creste atat temperatura, cat si volumul gazului. Evident, din
(27.6) se obtine (27.3), daca V — 0.

27.3. Lucrul mecanic al sistemului termodinamic
Presupunem ca sistemul considerat este un gaz, inchis intr-
un cilindru, prevazut cu un piston mobil (fig.4.11). Vom analiza
schimbul de energie ce se produce intre gaz si mediul exterior prin
intermediul ciocnirilor moleculelor gazului de piston.

s

P 7
LR

F 3
av
e $yyd 3] .
AP A

l—dx —{

Fig. 4.11

In rezultatul schimbului de impuls dintre moleculele gazului si
cele ale pistonului asupra suprafetei lui de arie S actioneaza forta
medie normalaF,. Datoritd actiunii acestei forte pistonul se

deplaseaza ordonat pe distanta dx in timpul dt, iar volumul

gazului variaza cu dV =sdx. Deci, gazul efectueaza lucrul
mecanic elementar

e
e l
¥

o
|
e L

OoA=F dx = psdx = pdV, (27.7)
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F

n

unde p =3 reprezintd presiunea exercitatd de gaz asupra

pistonului. Acest lucru elementar este efectuat impotriva presiunii
externe p,, , exercitate de fortele externe asupra gazului. Intr-un

proces cvasistatic de variatie a volumului gazului, 1n orice
moment, P=p,. La variatia volumului gazului in limitele

V,, V, lucrul mecanic efectuat de gaz este

V2
A= [pdV . (27.8)
Vi
Din egalitatile (27.7), (27.8) urmeaza ca la dilatare gazul
efectueaza lucru pozitiv, iar fortele externe —lucru negativ. La
comprimarea gazului lucrul sdu este negativ, iar al fortelor externe
— pozitiv. In continuarea acestui capitol expresia ,,lucrul gazului”
va insemna lucrul sdu pozitiv la dilatare, iar expresia ,,lucrul
fortelor externe” va Insemna lucrul pozitiv al acestor forte la
comprimare. Conform formulelor (27.7), (27.8), in absenta
campurilor de forte externe, schimbul de energie dintre sistem si
corpurile externe se realizeazd prin lucru mecanic numai in
procesul variatiei volumului sistemului macroscopic considerat.
Este important de mentionat si faptul, ca aceste formule sunt juste
pentru orice sisteme macroscopice (corpuri solide, lichide, gaze) la
orice variatie a volumului lor.

Calculul integralei din egalitatea (27.8) este posibil, daca se
cunoaste dependenta presiunii de volum p=p(V). O astfel de
dependenta se determina din ecuatia de stare a sistemului
considerat. De exemplu, pentru un gaz ideal din ecuatia sa de stare

y VRT . 9 .
urmeaza pzT, ceea ce ne permite sa calculam lucrul in

procese simple:

Vv,
T =const, A,=vRT jﬂzvRT nz-yRTIP, (279
V1V Vl pZ
p = const, , = PAV. (27.10)
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Expresiile (27.9), (27.10) reflectd faptul cunoscut din
mecanica, ca lucrul mecanic este o functie de proces. Lucrul
mecanic nu se asociaza unei stari a sistemului macroscopic, dar
unui proces, in rezultatul caruia sistemul trece dintr-o stare in alta.

Lucrul mecanic, calculat conform relatiilor (27.7), (27.8),
este efectuat de fortele de presiune ale sistemului sau ale mediului
exterior si de aceea se numeste lucru de naturd mecanici. In
general, asupra particulelor sistemului pot actiona si efectua lucru
mecanic campuri externe de forte de alta naturd, cum ar fi un camp
electric extern ce actioneaza asupra particulelor incarcate electric
ale sistemului. In acest capitol vom considera numai cazul, in care
lucrul mecanic este de natura mecanica.

27.4. Schimb de cildura. Coeficienti calorici

Revenind la exemplul din §27.3 (fig.4.11), constataim ca
moleculele gazului din cilindru pot schimba energie cu mediul
exterior i prin intermediul ciocnirilor de peretii ficsi ai acestuia,
deci printr-un proces ce decurge fara variatia volumului gazului.
Analizand mecanismul acestui schimb de energie, numit i schimb
de caldura, ajungem la urmatoarea concluzie: dacd temperatura
sistemului este diferita de temperatura corpurilor externe, atunci o
parte a energiei interne a sistemului se transmite corpurilor
externe, energia internd a carora creste, sau invers — O parte a
energiei interne a corpurilor externe se transmite sistemului,
energia internd a caruia creste. Astfel, schimbul de cédldura este
esential diferit de lucrul mecanic, efectuat pe contul energiei
interne ce se transforma in energie a miscarii mecanice.

Schimbul de caldura se produce intre sistemele sau partile
unui sistem cu temperaturi diferite, atat in cazul contactului direct
prin convectie, conductibilitate termica, cat si in absenta acestui
contact prin emisia si absorbtia radiatiei electromagnetice.

Notiunea de caldura are sens fizic numai in legatura cu
procesul de wvariatie a starii sistemului considerat, fiind o
caracteristica energetica a acestui proces.

Vom aminti definitiile coeficientilor calorici, utilizati pentru
a caracteriza schimbul de caldura. Capacitatea calorica C este

203



numeric egala cu cantitatea de caldurd necesara pentru a varia cu
1K temperatura sistemului macroscopic,
C= °Q . (27.11)
dT
Pentru sisteme omogene se introduc caldura specifica C si
caldura molara C,, , egala cu cantitatea de caldura necesard pentru
a varia cu 1K temperatura unei unitati de masa, respectiv a unui
mol de substanta,

c= X (27.12)
mdT
L_0Q an . (27.13)
vdT M
M
Din compararea formulelor (27.11) — (27.13) urmeaza:
C=mc=vC,,C, =cM . (27.14)

27.5. Principiul intii al termodinamicii
Energia W , schimbata de un sistem inchis cu mediul exterior

se poate scrie, conform celor expuse in § 27.1, sub forma,
W=Q+A (27.15)
unde Q este caldura schimbata de sistem cu mediul exterior, iar
A’ este lucrul mecanic efectuat de corpurile externe asupra
sistemului. Deoarece A'=—A unde A reprezinti lucrul

sistemului asupra corpurilor externe, relatia (27.15) se mai scrie

W=0Q-A (27.16)
In conformitate cu egalitatea (27.2), obtinem
U-U,=Q-A, U-U,=Q+A". (27.17)

Q=AU+ A, AU =Q+ A"
Expresiile (27.17) reprezinta principiul intdi al termodinamicii sub
forma integrala: variatia energiei interne a unui sistem
macroscopic inchis este egala cu suma dintre lucrul mecanic A’
efectuat asupra sistemului si caldura schimbata de sistem cu
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corpurile externe. Mai putem afirma, ca energia internd reprezinta
rezerva de energie a unui sistem care, in principiu, poate fi cedata
sub forma de caldura sau prin efectuarea de catre sistem a lucrului
mecanic.

Daca procesul termodinamic este elementar, principiul intdi
in forma diferentiala se scrie

0Q=dU+5A, oU=dU+oA. (27.8)

Notatiile 6Q, & A, 5 A accentueaza faptul cd marimile respective
sunt functii de proces, nefiind diferentiale totale.

Presupunem ca sistemul considerat este izolat adiabatic,
adica nu poate schimba energie sub forma de caldura (6Q =0).
Atunci relatia (27.8) devine

dU =-56A, (27.9)

ceea ce inseamna ca sistemul poate efectua lucru mecanic pe
contul energiei sale interne.
Daca sistemul efectueaza un proces ciclic atunci ,
dU =0, dU =5A.
realizarii unei masini termice, care ar putea sa efectueze lucru
mecanic, intr-un proces ciclic, fard sa primeasca caldurd din
exterior (perpetuum mobile de speta intdi).

§28. Transformiri simple ale gazelor.

Proces adiabatic. Procese politrope
Vom considera sisteme termodinamice pentru care
u=u(TyV),

du =(Q] dT +[@J av (28.1)
aT )y oV J;
si principiul Intai al termodinamicii se scrie
ouU ouU
0Q =dU + pdV :(—j dT + (—j +pldV. (28.2)
at )y oV J;
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28.1. Procese izocore (V = const).

Pentru un proces izocor egalitatea (28.2) se scrie
(6Q)y =(dU), , U-Uy=Q,. (28.3)
Intr-un proces izocor variatia energiei interne a sistemului este
egald cu caldura schimbatd de acesta cu mediul exterior. Atunci,
conform definitiei (27.13 ), cdldura molara la volum constant C,,,

se scrie
Cuo=2(R) -1(R] . ese
v \oT ), v \aT ),

In particular, daca sistemul considerat este un gaz ideal, pentru

| .
care U = EVRT , caldura molara la volum constant devine:

Cyy = IE R. (28.5)

Constatam ca C,,, nu depinde de natura gazului, dar depinde

numai de numarul de grade de libertate ale unei molecule de gaz.
Din relatiile (28.4), (28.5) rezulta urmatoarele formule de calcul
ale variatiei energiei interne a gazului ideal

du,, =C,,vdT :lzRvdT ,

T2 .
AUy = [CyyvdT =Cy v AT :%RVAT . (286)
Tl

aplicabile pentru orice proces termodinamic.

Analiza minutioasa a fortelor de atractie dintre moleculele
gazului real conduce la concluzia ca aceste forte influenteaza
miscarea termica doar a unui numar relativ mic de molecule din
vecindtatea peretilor recipientului. Cu un inalt grad de precizie ce
poate considera, ca cantitati egale de gaz ideal si real, aflate la
aceeasi temperaturd, posedd aceeasi energie cineticd a miscarii
haotice a moleculelor. Totodata, intr-un proces izocor energia
potentiald de interactiune dintre moleculele gazului real se mentine
constanta,
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W, =W, (V)= const, adica AW, =0.

Prin urmare,
(CMV)reaI = (CMV)id’

du :dUid:%RvdT, AU

real real —

28.2.Procese izobare (p = const)

Pentru un proces izobar principiul intai isi mentine aspectul
dat de egalitatea (28.2) si caldura molara la presiune constanta se

scrie:
1.6Q, 1(aoU 1((oU oV
( ) (aTj Ty Kavj +p}[aTj (28.7)

Sa calculam C,\,Ip pentru un gaz ideal, folosind egalitdtile:

| oU
U =5 (_)V == l T, = O y
2 oV );
pV=vRT = (8—\/) _vR
ar ), p
Obtinem cunoscuta relatie a lui Maier
ch=l2R+R:cMV+R, (28.8)

din care urmeaza: constanta universala a gazelor R este numeric
egala cu lucrul efectuat intr-un proces izobar de 1 mol de gaz ideal,
temperatura cdruia variaza cu 1K.. Substituind relatia (28.8) in
(28.7), obtinem cantitatea de caldurd schimbata de gazul ideal intr-
un proces izobar:

5Q=(C,,, +R)vdT = G R+ R)vdT .

S& obtinem relatia dintre C,,, si C,, pentru gaze reale,

folosind expresia pentru energia internd a gazelor reale, ecuatia
Van der Waals si derivatele calculate pe baza lor:
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. 2 2
U-ipr A (%j _Av
2 V oV V

2
(p+a\v/V2J V—-vb,)=vRT =

{ 2a,v° [ avvzﬂ (OVJ
- p+22 |1 [£2] =R,
v ot ),
). "
a 2 2
ar ), [p+aVV J_Zavv

V2 A
Aceste derivate partiale si egalitatea (28.4) se substituie in (28.7):

(V—vbv).

a R
Cyp =Cuy + |:p+ VV } av VZavv -
(p-’_ VZ j V3 ( VbV)

Numaratorul i numitorul termenului al doilea se impart la

2
{p + 8:;‘; } . Obtinem,

R
Cuo =Cuv +
e 2a,v*(V ~vb,)
1+ >
1%
Vip+ )
2
Conform ecuatiei Van der Waals, p+ a”‘; __vRT . Atunci
\Y V —vb,
ultima egalitate devine
R
C,. =C,, + ,
Mp MV 1_ ZaVVZ(\/_VbV)Z
vRT
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R°T
+ =
RT -2a,v(V -vb,)
La temperaturi suficient de inalte, cind gazul real se comporta ca
un gaz ideal, RT >>2va, (V —vb,)?, relatia (28.9) trece in relatia
lui Mayer.

CMp =Cyy (28.9)

28.3.  Deficientele teoriei clasice a coeficientilor
calorici ai gazelor ideale

Din formulele (28.5), (28.8) urmeaza ca caldurile molare ale
gazului nu depind de temperatura. Legea echipartitiei energiei
dupd grade de libertate, in baza careia au fost obtinute aceste
formule (a se vedea §24), nu presupune dependenta numarului de
grade de libertate de temperatura. Experimental se constatd, ca
doar coeficientii calorici ai gazelor ideale monoatomice sunt
independenti de temperaturd. Coeficientii calorici ai gazelor,
moleculele carora sunt compuse din doi $1 mai multi atomi, cresc
odatd cu temperatura. De exemplu, pe fig.4.12 este reprezentatd
dependenta calitativa de temperatura a capacitatii calorice la
volum constant a hidrogenului.

]
x
T
|
|
|
|
|
|
|
\

Nl

Fig.4.12

Analiza dependentelor de temperaturda a coeficientilor
calorici ai gazelor cu molecule formate din doi i mai multi atomi
ne conduce la urmatoarele concluzii:

1) la temperaturi apropiate de OK ,C,,, — 0;
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2) pe un anumit interval de temperaturi joase ce nu depasesc
10! K caldura molar la volum constant se mentine constanti si

egala cu % R ; moleculele efectueaza numai miscari de translatie;

3) pe un anumit interval de temperaturi mai inalte (~101
. ) - ) C
K+10? K) C,,, se mentine constanti si egald cu 5 R ; miscarii de

translatie i se adauga si miscarea de rotatie a moleculelor;
4) la temperaturi inalte (~10? K+10% K) cildura molari la

. . 7 C .
volum constant isi mentine valoarea 3 R ; miscarilor de translatie

si rotatie li se adaugd miscarea oscilatorie a moleculelor.

5) trecerea de la 0 valoare la alta a caldurii molare se produce
monoton, Tn contradictie cu legea echipartitiei energiei dupa grade
de libertate, conform careia numarul de grade de libertate i este
intreg.

Constatam, ca rezultatele teoretice clasice difera considerabil
de rezultatele experimentale in cazul moleculelor bi- si
poliatomice de gaz, teoria coeficientilor calorici bazatd pe fizica
statistica clasicd conduce la divergente serioase cu datele
experimentale. Anularea legaturii rigide dintre atomii moleculei
,adica includerea gradelor de libertate ale miscarii oscilatorii nu
duce la lichidarea acestor divergente. Deficientele teoriei clasice a
coeficientilor calorici sunt legate, in temei, de utilitatea limitatd a
legii echipartitiei energiei dupa grade de libertate.

Dependenta coeficientilor calorici ai gazelor de
temperatura este explicata in cadrul fizicii cuantice in baza
cuantificarii energiilor, ce revin miscarilor de rotatie si oscilatorii
ale moleculelor (a se vedea cap.VI, partea IlI).

28.4. Procese adiabatice
Pentru procesul adiabatic, in decursul caruia sistemul nu
schimba caldura cu mediul exterior, 6Q =0, principiul intai se
scrie
—dU=6A, —-AU=A, . (28.10)
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Substituind egalitatea (28.6) in (28.10) obtinem
-CywvdT =6A, —C,,,vdT = pdV . (28.11)

Sistemul, in care are loc un proces adiabatic efectucaza lucru
mecanic numai pe contul energiei sale interne, racindu-se la
dilatare si incalzindu-se la comprimare. Vom deduce relatia dintre
parametrii p,V, T ce descriu un proces adiabatic, realizat de un
gaz ideal. Ecuatia de stare a gazului ideal se scrie in forma
diferentiala

vRdT = pdV +Vdp ,
si se imparte la egalitatea a doua din (28.11):

vRAT  pdV +VdT

C,vdT  paVv
Tinand cont de relatia lui Mayer (28.8), obtinem
Y +1=1+—V dp :
Cuv pdv
In egalitatea obtinuti se separa variabilele si se introduce indicele

adiabatic y.

Obtinem

Rezultatul integrarii acestei egalitafi in limitele arbitrare p;, P,,
respectiv V,, V,

—yln%: In&, pVy =pV,), pvV” =const. (28.12)

1 1
reprezinta ecuatia Poisson, ce exprimd dependenta presiunii de
volum 1intr-un proces adiabatic al gazului ideal. Aceasta ecuatie
mai are doua forme ce se obtin usor, substituind ecuatia de stare a
gazului ideal 1n ultima relatie (28.12):

T/p*” =const, TV’ =const. (28.13)
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In coordonatele p,V adiabata reprezintid o curbd monoton

descrescatoare. Daca se compara adiabata si izoterma ce trec prin
acelasi punct, intotdeauna adiabata este mai inclinata (fig. 4.13).

Fig.4.13

Ne convingem de aceasta comparand tangentele celor doud curbe:

dp p dpj p p_p
e, ==/ T =T l) - N
(dv jad j/v [dv izot V 7/ g 7/V >V

Inclinarea mai mare a adiabatei se explica astfel: variatia
presiunii p=nkT la comprimarea (dilatareca) adiabatica are loc

din cauza cresterii (descresterii) atat a concentratiei N, cat si a
temperaturii T .

Procesul adiabatic prezintd un interes practic deosebit. Cu un
grad suficient de precizie se considera adiabatice procesele de
dilatare sau comprimare rapida a gazelor. Evident, procesul
adiabatic si procesul izoterm cu care se compard, reprezintd
cazurile limita al izolatiei termice perfecte a sistemului considerat,
si respectiv, al contactului termic ideal dintre sistem si termostat.

28.5. Procese politrope
Procesele simple ale gazelor ideale sunt descrise de
ecuatii, cunoscute din cursul liceal. Ecuatia procesului adiabatic
realizat de gaze ideale a fost dedusa in §28.4. Toate aceste relatii
se generalizeaza sub forma

pV" =const, (28.14)
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unde N este o marime adimensionald, consStantd pentru fiecare
proces, numita indice politropic, valorile caruia pot varia de la
—oo la +o. Ecuatia (28.14) este numitd ecuatia politropei
gazului ideal. Pentru procesele izobar, izoterm si adiabatic valorile
lui N sunt evidente

Procesul n
izobar 0
izoterm 1
adiabat y
izocor + o0

Pentru a ne convinge cd pentru procesul izocor n =+co vom

scrie ecuatia (28.14) in forma
1 1

PV =PV, V. = piVY,.
Conditia V, =V, impune pentru N valoarea n==oo. Pe fig. 4.14
sunt reprezentate, in coordonatele p,V , graficele acestor patru
procese.

P

izotermd
politropa

izoentrop4 (adiabata)

4 »\/
Fig. 4.14 Fig. 4.15

Intr-un proces, descris de ecuatia (28.14), pot varia toti trei
parametrii p,V,T. Prin urmare, ecuatia (28.14) mai are doua
forme care se obtin, substituind in (28.14) ecuatia de stare a
gazului ideal:

TV"™* =const., T"p" " =const. (28.15)
In general, un proces descris de ecuatia politropei se
realizeaza cu schimb de caldurda intre gazul ideal considerat si

213



mediul exterior. Pentru un mol de gaz ideal aceastd cildura se
scrie:

0Q=C,dT + pdV
Diferentierea primei egalitati din (28.15) ne permite sa obtinem o
relatie pentru pdV :
V" T +T(n=1V"%dV =0
_ VdT  pdv= pV
@-nmT @-nT

dT .

Deoarece pT—V _ R, obtinem

pdV =R 4T, 5Q=(C,——R)dT.  (28.16)
1-n n-1

Din definitia indicelui adiabatic y si relatia lui Maier (28.8)
urmeaza:

C
G CHR R R
C:V Cv Cv Y -1
Substituim expresia obtinuta pentru C, in egalitatea a doua
n-y
o —_— ———dT. 28.16
Q= ( 1 _1) (y_l)(n_l) (28.16)

Am obtinut ca capacitatea caloricd a gazului ideal intr-un proces,
ce satisface ecuatia politropei, este 0 marime constanta,
independenta de parametrii de stare

c-R_p "7 _ionst. (28.17)

" dT (y-1)(n-1)
Rezultatul obtinut (28.17) permite definirea procesului politrop: se
numeste proces politrop al gazului ideal un astfel de proces, in
care capacitatea calorica (caldura specifica, caldura molard) este

invariabila, C, =const.
Capacitatea calorica C, are valori diferite in fiecare proces
politrop concret, ce depind de indicele politropei N.
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1) p=const, n=0, anﬂzyc

y-1

2)V:const,n:J_roo,Cn:ilzcV , 0Q=C, dT.

Y
3)T =const,n=1, C, =+, 6Q=0A.
4)Q=0,n=y, C =0.

Din formula (28.17) urmeaza ca pentru procesul politrop cu
l<n<y capacitatea calorici este negativi, C <0. In acest
proces, reprezentat pe fig.4.15, gazul care se dilata efectueaza un
lucru mai mare decat caldura primita. Gazul utilizeaza pentru
efectuarea lucrului si o parte din energia sa interna, deci se raceste,
desi primeste caldura din exterior.

Procesele politrope se folosesc 1n tehnicd pentru
reprezentarea diverselor cicluri ale masinilor termice. De aceea
este important sd se determine lucrul efectuat intr-un proces
politrop. Lucrul efectuat intr-un astfel de proces de gazul ideal,
volumul céruia variaza de la V, la V, se calculeaza, recurgand la
ecuatia politropei

=C, , MQ=C,dT.

\

n
v

v

Vv V. n-1
¢ cdv pV V,
=|pdV =p\V,". =112 . (28.18
A V{p pllvjlvn n_l{ [VJ } (28.18)
Se mai obtin cateva expresii pentru A,,, daca se folosesc
ecuatiile  pV," = pV,', T"p"=T"p:", pV, =RT,

p

n-1 n-1
A4 P, )" |_RT, P "
A12 n-1 (Q] n- [plj

WRT T R
_ 1{ __2}:—(T1—T2)=_(p1v1_pzvz)'

1
n-— n-1



Este simplu de obtinut din aceste expresii formulele lucrului
mecanic in procesele izobar si adiabatic. Pentru a obtine formula
de calcul a lucrului intr-un proces izoterm, calculam limita partii
drepte a formulei (28.18):

n-1
Iimi 1- ﬁ :—Inﬁzln\é.
n->1n—1 Vv, Vv, \

Deci, A,=pV, In\%.

1

§ 29. Principiul al doilea al termodinamicii
In acest paragraf se vor recapitula notiunile si relatiile,
cunoscute din cursul preuniversitar, referitoare la procese
reversibile si ireversibile, procese ciclice, ciclul Carnot, unele
formulari ale principiului al doilea al termodinamici. In continuare
se vor introduce noi notiuni termodinamice, necesare pentru
intelegerea mai profunda a proceselor termodinamice, a sensului in

care decurg, cat si pentru noi formulari ale principiului al doilea.

29.1. Procese reversibile si ireversibile

Cunoastem clasificarea proceselor in procese de echilibru,
cvasistatice si procese de neechilibru, necvasistatice. Principiul
intdi este valabil pentru ambele tipuri de procese. Formularea
principiului al doilea necesitd o noua clasificare in procese
reversibile si procese ireversibile.

Procesele care se pot realiza si in sens invers, astfel ca la
revenirea sistemului in starea initialda nu se produce nici o
schimbare in mediul exterior se numesc procese reversibile.
Procesele care nu satisfac aceastd conditie se numesc procese
ireversibile. Astfel, un proces reversibil se poate produce si in sens
invers, sistemul trecand prin aceleasi stari ca in procesul direct, dar
in consecutivitate inversd. Procesele reversibile sunt in mod
necesar de echilibru, lente, dar nu orice proces de echilibru este si
reversibil. De exemplu, procesul cvasistatic de miscare uniforma a
unui corp pe o suprafatd orizontala sub actiunea fortelor de
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tractiune si de frecare, ce se echilibreaza reciproc, este un proces
ireversibil. Un exemplu de proces reversibil sunt oscilatiile libere
armonice, efectuate in vid, in absenta fortelor de rezistenta, de un
pendul perfect elastic. In conditiile indicate pendulul elastic este
un sistem conservativ, oscilatiile lui nu provoaca variatia energiei
migcarii termice a particulelor sistemului, orice stare se repeta
dupad o perioada. Generalizarea datelor experimentale conduce la
constituie absenta fenomenelor de frecare, inclusiv de frecare
interna (vascozitate) — fenomene disipative, care se produc intr-un
singur sens.

Un proces, insotit de schimb de caldura, poate fi reversibil
numai in cazul daca primind cédldura in procesul direct si cedand-o
in procesul invers, sistemul considerat are una si aceeasi
temperatura, egald cu temperatura constantd a sursei (termostat).
Strict vorbind, in procesul direct temperatura sistemului este mai
mica decat a sursei cu o marime infinit mica, iar in procesul invers
este mai mare decat a sursei de asemenea cu o marime infinit mica.
Fie ca aceasta conditie nu se indeplineste. Atunci in procesul direct
sistemul cu temperatura T, primeste caldura de la sursa cu

temperatura T,, T, <T,. In procesul invers, pentru ca si cedeze
sursei caldurd, sistemul trebuie sa aiba o temperaturd T, >T,. Prin

urmare, in procesele direct si invers sistemul trece prin stdri
diferite, deci procesul analizat nu este reversibil. In concluzie
afirmam: unicul proces reversibil, Tnsotit de schimb de caldura cu
un termostat, este procesul izotermic, ce decurge la temperatura
termostatului.

Accentudm urmadtoarele proprietati generale ale unui sistem
in care decurge un proces reversibil: exista o diferenta infinit mica
intre fortele exterioare si cele de reactiune din partea sistemului; Tn
procesul reversibil direct lucrul mecanic efectuat de sistem este
maxim; lucrul mecanic in procesul direct coincide numeric cu
lucrul in procesul invers.

Strict vorbind, toate procesele reale sunt ireversibile.
Procesele reversibile sunt idealizari ale proceselor reale. Dar exista
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posibilitatea ca, in principiu, procesele reale sa se apropie oricat de
mult de procesele reversibile.

29.2. Procese ciclice. Ciclul Carnot

Procesul, in urma caruia sistemul revine in starea initiala se
numeste proces ciclic. Un ciclu reversibil se reprezinta pe
diagrama p—V printr-o curba inchisa (fig.4.16). Aria delimitata
de aceasta curba este egald numeric cu lucrul mecanic efectuat de
sistem asupra corpurilor externe, daca sensul de parcurs este cel
din fig.4.16 (ciclu direct). Aceeasi arie este egala numeric cu lucrul
mecanic efectuat de corpurile externe asupra sistemului, daca
sensul de parcurs este invers celui din fig.4.16 (ciclu invers).

I3

X

Vi v " 0

Fig.4.16 Fig 4.17

Scriem principiul intdi pentru ambele portiuni in care a fost
impartit ciclul direct de pe fig. 4.16

Q=U,-U)+A, Q>0 A,>0,
Q2=(U1_U2)+A21, Q2 <0, A21<0.

Adunand ambele egalitati, obfinem
Q+Q,=A,+A,.

Notam lucrul total efectuat de sistem intr-un ciclu A=A,+ A,
si Q,= —|Q2|. Obtinem relatia Q —|Q2| =A care permite
calculul randamentului ciclului direct,

A _

Q Q
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Din egalitatea (29.1) rezulta:
1) intr-un proces ciclic caldura nu poate fi transformata
integral in lucru mecanic,Q —> A, A<Q. Totodatd, numeroase

rezultate experimentale ne conving ca lucrul mecanic poate fi
transformat integral in caldura, A— Q, Q= A.

2) sistemul ce efectuecaza un ciclu, numit si corp sau
substanta de lucru, este pus in contact, in mod obligatoriu, cu doua
surse de caldurd — sursa caldd cu temperatura T, de la care

primeste caldura Q, si sursa rece cu temperatura T,, careia 1i

cedeaza caldura Q, .

Rezultatele expuse, obtinute de inginerul si fizicianul S.
Carnot au dat un raspuns negativ la intrebarea daca ar fi posibil de
construit o masina termica, care sa efectueze lucru mecanic fara a

fi pusd in contact cu sursa rece de cdldura, Q, =0, n=1. Din

punct de vedere practic o astfel de masina termica ar fi echivalenta
cu un perpetuum mobile, deoarece ar permite efectuarea lucrului
mecanic pe contul rezervelor practic nelimitate ale energiei
interne, continute in atmosfera terestra, apa oceanelor, in interiorul
Pamantului, etc. Chimistul W.Ostwald a numit masina termica cu
n =1 perpetuum mobile de speta a doua.

termice, Carnot a ajuns la urmatoarele concluzii, numite teorema
Carnot:

1) randamentele tuturor masinilor termice reversibile, ce
functioneazd in conditii identice (la aceleasi temperaturi ale
surselor calde si ale surselor reci) sunt aceleasi;

2) randamentul tuturor masinilor termice ireversibile este
mai mic decat randamentul masinilor termice reversibile, ce
functioneaza in conditii identice.

Conform teoremei Carnot proprietatile corpului de lucru nu
influenteazd randamentul ciclului. Unicul ciclu, reversibil prin
definitie, este ciclul Carnot (fig.4.17), format din doua procese
izoterme si doud procese adiabate. Folosind randamentul acestui
ciclu, teorema Carnot se scrie
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nirev < 770’ ﬂrev = r’c ! (92)
unde 77, , Mo, » Mirey SUNt randamentele ciclului Carnot, respectiv
ciclului arbitrar reversibil si ciclului arbitrar ireversibil.

Sa calculam randamentul ciclului Carnot. In conformitate cu
teorema Carnot, randamentul depinde de temperaturile surselor, cu
care corpul de lucru schimba caldurile Q, si respectiv Q, egale cu
lucrul mecanic in procesul 1-2, respectiv 3-4.

Q =A,=VRT, |n\i, Q.| =|A,| =VRT, InYs.
\'A Vv,
Scriem ecuatiile adiabatelor 2-3 si 4-1
Tlvzy_l = Tzvsy_li Tlvly_l = T2V4y_1
si imparfim prima ecuatie la a doua,
Vl _ VS
V, V,

Substituim expresiile pentru Ql,‘Q2 in definitia (29.1) si ludnd in

consideratie ultima egalitate, obtinem:

WRT,INYV2 BT, In Vs
— Vl V4 Tl T2
= v .= . (29.3)
WRT,In Y2 T
Vs

Astfel, am obtinut cd randamentul ciclului Carnot depinde
numai de temperaturile surselor de caldura si creste odata cu

: T,
micsorarea raportului T
1

29.3. Principiul al doilea al termodinamicii
Rezultatele si concluziile la care a ajuns S. Carnot (an.1824)
au anticipat cu cateva zeci de ani i au constituit punctul de plecare
pentru formularile date de R. Clausius (an.1850) si W. Thomson
(an.1851) principiului al doilea al termodinamicii. Strict vorbind,
teorema Carnot reprezinta prima formulare a principiului al doilea
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al termodinamicii: pentru ca o masina termica sa lucreze ciclic,
producand lucru mecanic, sunt necesare doua surse de caldura,
sursa calda cu temperatura T, si sursa rece cuT, <T, ; atunci

randamentul masinii termice este:
n= Ql _|Q2| < T1 _Tz
Q T
Egalitatea este satisfacuta de randamentul masinii termice
reversibile, iar inegalitatea de randamentul masinii termice
ireversibile.

Formularea principiului al doilea, data de R. Clausius: este
imposibila trecerea spontana (de la sine) a caldurii de la corpurile
cu temperaturi mai joase la corpuri cu temperaturi mai inalte. In
sens mai general, legat de functionarea masinilor termice, aceasta
formulare se modificd prezentandu-se astfel: este imposibila
construirea unei masini termice periodice, unicul rezultat al
functionarii careia ar fi transferul de caldurad de la un corp rece la
un corp mai cald.

Evident, aceasta formulare nu se refera la masina frigorifica,
care transporta caldura de la un corp mai rece la altul mai cald, dar
acest proces decurge concomitent cu efectuarea lucrului mecanic
de catre corpuri externe, adica transportul este insotit de anumite
schimbari in mediul exterior.

Formularea principiului al doilea, data de W. Thomson: sunt
imposibile procesele termice, unicul rezultat al carora ar fi
transformarea integrala in lucru mecanic a caldurii primite.

Ulterior, M. Planck a modificat formularea lui W. Thomson,
aplicand-o functionarii masinilor termice. Formularea Thomson —
Planck: este imposibil procesul periodic al carui unic rezultat ar fi
transformarea integrald in lucru mecanic a caldurii primite.

In prezent sunt cunoscute sute de formulari echivalente ale
principiului al doilea. Acest principiu este legat de interpretarea pe
baza fizicii statistice a proceselor termodinamice, de aceea nu are
un sens intuitiv evident si clar, ca principiul intai al
termodinamicii. In general, principiul al doilea stabileste sensul cel
mai probabil de desfasurare a proceselor dintr-un sistem
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macroscopic. Pentru a caracteriza acest sens se introduce o noua
functie de stare, numita entropie. Folosind notiunea de entropie se
obtine o expresie matematica a principiului al doilea al
termodinamicii.

§30. Entropia. Interpretarea statistica a entropiei

30.1. Calduri reduse. Inegalitatea Clausius
Teorema Carnot se exprima prin inegalitatea

Ql _|Q2| < Tl _Tz
Q T
in care semnul egalitatii se referd la orice ciclu reversibil, iar al
inegalitatii—la orice ciclu ireversibil. Pentru a evita repetarile
ulterioare, mentiondm cad aceastd explicatiec se referd la toate
inegalitatile din acest paragraf. Din inegalitatea scrisd urmeaza

QT o R,
Q T T T

In inegalitatile scrise Q. ‘Qz‘ reprezinta cdldura primita, respectiv

valoarea absolutd a caldurii cedate de sistem. In cele ce urmeaza
vom considera cd pe toate portiunile unui ciclu corpul de lucru
doar primeste anumite cantitati de caldurda, considerate marimi
algebrice pozitive sau negative (Q, >0, Q, <0). Atunci ultima

inegalitate se scrie
Q + Q <0. (30.1)
Tl TZ
Conform terminologiei introduse de R. Clausius, raportul
dintre cantitatea de cdldura primita de sistem de la un termostat
catre temperatura acestui termostat este numit caldurd redusa. Din
relatia (30.1) urmeaza ca in procesul efectuarii unui ciclu de catre
un sistem macroscopic suma caldurilor reduse nu poate fi mai
mare decat zero. Generalizand relatia (30.1) pentru cazul in care
sistemul efectueaza un ciclu, fiind in contact cu N termostate,
obtinem
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ZN:%S 0. (30.2)
k=1 'k

Daca conditia ca sursele de caldura sunt termostate nu se
indeplineste, atunci fiecare proces de primire a cédldurii de catre
sistem se divizeaza in procese elementare, astfel incat in decursul
fiecdrui proces elementar temperatura sursei si fie constanti. in
rezultat, ajungem la urmatoarea inegalitate

&R <o (30.3)

T

in care integrala se calculeaza de-a lungul intregului ciclu. Fiecare
din relatiile (30.2), (30.3) poarta denumirea de inegalitatea
Clausius pentru un sistem macroscopic ce efectueaza un proces
ciclic.

30.2. Entropia ca functie de stare. Legea variatiei
entropiei sistemului izolat

Sa calculdm suma caldurilor reduse pentru un proces ciclic
reversibil arbitrar, divizat de starile 1 si 2 Tn ramurile I si II
(fig.4.18). Pentru acest proces relatia (30.3) se scrie,

(6Q  5Q
M

Prima integrald corespunde trecerii sistemului din starea 1 in starea
2 pe ramura I, a doua integrald — trecerii sistemului din starea 2 in
schimbarea sensului parcurgerii ramurii se schimba si semnul
caldurii reduse, ce ii corespunde,

t6Q  16Q
15T
an

Egalitatea (30.4) devine
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[0 fa0_ foe_fo g

Fig.4.18 Fig.4.19

Rezultatul obtinut (30.5) este extrem de important: suma caldurilor
reduse, primite de un sistem termodinamic intr-un proces reversibil
de trecere din starea 1 in starea 2, nu depinde de acest proces, dar
depinde numai de stérile 1 si 2. Ne convingem de justetea egalitdtii
(30.5) analizand trecerea gazului ideal din starea 1 in starea 2
printr-un proces arbitrar reversibil. In conformitate cu principiul

intai scriem
0Q dT pdv
— =vC,,, —+—. 30.6
(TLVVWT T (30

p

Raportul T se substituie din ecuatia de stare,

i (B (o T oe%)

T v ' (T), U™T v
jm_v[jcw‘ﬂ jR J ( |T—2+Rln\i}
1 Tl Vl
(rev)

Observam ca suma caldurilor reduse primite de gazul ideal in
procesul reversibil 1 — 2 nu depinde de caracterul concret al acestui
proces, dar depinde numai de parametrii ce caracterizeaza starile 1
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si 2. Daca gazul ideal efectueaza un proces reversibil ciclic, atunci
T, =T,,V, =V, sidin ultima relatie obtinem

:fé:r—Q =0.

rev
Din acest rezultat urmeaza ca expresia de sub integrala reprezinta
o diferentiald totala. Astfel, caldura redusa primita de sistem intr-

5Q

un proces elementar reversibil T reprezinta diferentiala totala a

unei functii de stare, numita entropie si notata S :

2 2
d5=(@) =N j@=jds =5,-S,=AS .  (30.7)
T rev 1 T 1
(rev)

Variatia infinit mica a entropiei este egald cu raportul dintre
caldura elementara schimbata de sistem intr-un proces reversibil
catre temperatura sursei de caldurd. (Amintim cd temperaturile
corpurilor ce schimba caldura intr-un proces reversibil diferd cu o
marime infinit micd.) Relatiile (30.7) deseori sunt considerate
definitii ale variatiei entropiei, desi aceste relatii pot fi deduse pe
baza principiilor fizicii statistice.

In continuare, si calculim suma caldurilor reduse primite de
sistem Intr-un proces ciclic ireversibil, divizat de starile 1 si 2 in
douda ramuri, una dintre care este ireversibila, iar cealalta —

reversibil (fig.4.19). In acest caz inegalitatea (30.3) se scrie
2

1
J. @ + J- @ <0.
1 T 2 T
(irev) (rev)
In conformitate cu egalitatea a doua (30.7) integrala a doua din
aceastd inegalitate reprezinta variatia entropiei

1
j§=sl—sz.
)T

(rev)
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Atunci,

2 2
6Q 6Q
1j?+(sl—sz)<o, 32—31>!7- (30.8)
(irev) (irev)
Scriem impreuna relatiile (30.7) si (30.8),

2
AS =S, —512I5T—Q, (30.9)
1

unde semnele egalitatii si inegalitatii revin oricdrui proces
reversibil, respectiv ireversibil, de trecere a sistemului considerat
din starea 1 1n starea 2. Evident, inegalitatea (30.9) se poate scrie
pentru un proces elementar,

ds z‘sT—Q. (30.10)

Consideram un sistem izolat, &Q = 0. Atunci,

dS>0, AS>0. (30.11)
Fiecare din relatiile (30.11) reprezinta expresia matematicd a
principiului al doilea al termodinamicii, pentru care putem da o
noud formulare: in decursul unui proces spontan, ce are loc intr-un
sistem izolat, entropia sistemului rdimane constantd, daca procesul
este reversibil si creste, daca procesul este ireversibil.

Expresiile (30.11) sunt valabile si pentru procesele ce au loc
intr-un sistem izolat adiabatic, 6Q=0: entropia sistemului izolat
adiabatic poate doar sd creascd daca 1n sistem se realizeaza un
proces ireversibil si ramane constanta daca procesul este reversibil.
Procesul adiabatic reversibil, pentru care AS=0, mai este numit si
izoentrop.

Variatia entropiei unui sistem inchis poate fi pozitiva,
negativa sau nuld. Daca sistemul realizeazd un proces in care
cedeaza caldurd, 6Q<0, atunci 6S <0, iar dacd primeste

caldura, 6Q >0, atunci 6S >0. Daca procesul este ciclic, atunci

variatia entropiei pe Intregul ciclu este nula, insd pe parcurs, in
mod obligatoriu, entropia a crescut pe unele portiuni ale ciclului,
iar pe altele s-a micsorat.
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30.3. Analiza proceselor termodinamice cu ajutorul
entropiei
In multe cazuri, analiza proceselor termodinamice cu ajutorul
entropiei, folosind diagrama T-S, este mult mai simpla si conduce
pe o cale mai scurtd la rezultate importante.
Consideram un proces arbitrar reversibil, reprezentat pe
diagrama T-S prin curba DE (fig.4.20).
Conform egalitatii (30.10), avem
0Q=TdS . (30.12)
Caldura elementarda 6Q se reprezinta pe diagrama T-S prin aria
hasuratd de pe fig.4.20. Atunci aria delimitatd de curba DE,
ordonatele coborate din capetele ei si porfiunea de abscisa dintre
ele este numeric egald cu caldura schimbatd de sistem cu mediul
exterior in procesul considerat,

Q=_T5Q=SJZTdS : (30.13)

2 3
] T 4
D |
|
| | 5 1
i [ N
| i P,
I |
0 S S S+dS S S 2

Fig.4.20 Fig.4.21

Din aceasta interpretare geometrica devine evident, ca
caldura nu este o functie de stare, valoarea ei depinde de procesul
prin care sistemul trece dintr-o stare in alta.

Vom analiza relatiile dintre T si S in procesele reversibile
simple si adiabatic, realizate de gazul ideal, ce formeaza un sistem
inchis. Din egalitatile (30.6) si (30.10) rezulta

ds IV[CMV O_'r—T+ R(i/—VJ:v[CMVd(InT)+ Rd(InV)] . (30.14)
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Pentru gazul ideal F_JI_—V:const,
In p+InV —InT=const, d(In p)+d(InV)-d(InT)=0,
si expresia (30.14) se poate scrie sub forma

dS=v[(C,,, +R)d(InT)-Rd(In p)]:{cw O_'r—T - Rd—F?J. (30.15)

Procesele analizate sunt reprezentate pe diagrama T —S
(fig.4.21) si pentru fiecare din ele starea initiala a gazului
corespunde punctului 0:

1. Dreapta 1! — 1, ce trece prin punctul O paralel cu axa absciselor
corespunde procesului izoterm: 0-1 de dilatare (éQ >0, dS > 0);
0-1* — de comprimare (5Q <0, dS <0).

2. Dreapta 2!-2, ce trece prin punctul 0 paralel cu axa ordonatelor
corespunde procesului adiabatic (izoentrop): 0-2' de dilatare
(dT <0); 0-2 — de comprimare (AS =0, dT >0).

Din relatia (30.14) urmeaza, ca intr-un proces izocor

dT T
dS=VCMV ?, AS:VCMV |n_|_—

0
Curba 3!-3 de pe fig.4.21 corespunde procesului izocor: 0-3 de
incilzire (dT >0, dS >0); 0-3! de ricire (dT <0, dS <0).
Din ultima expresie a relatiei (30.15) urmeaza, ca intr-un proces
izobar

dT T
dS=VCMP? y AS=VCMP |n_|_—

0

Deoarece C,,, >C,,, inclinarea curbei 4-4 (fatid de axa S de pe
fig.4.21a), care corespunde procesului izobar, este mai mica decat
a izocorei 3'-3. Dilatirii izobare a gazului ideal ii corespunde
portiunea 0 — 4 (dS <0dS >0,dT >0) , iar comprimarii izobare
— portiunea 0 — 4! (, dT <0).

Un proces ciclic reversibil se reprezinta pe diagrama T —S,
ca si pe alte diagrame, printr-o curba inchisa (fig.4.22). Aria
delimitatd de aceastd curbda este egald numeric cu céldura,
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transformata de sistem 1n lucru mecanic, daca ciclul se desfasoara
in sensul indicat pe fig. 4.22.

A=Qyin+ Qe = [TdS+ [TdS,
abc cda

unde
Que = [TdS < 0.

cda
Pentru lucrul efectuat in ciclul direct, obtinem

A={Tds > 0,
iar pentru randamentul acestui ciclu avem
TdS
p=—t_ _fTes. (30.16)
Qprim J-Tds
abc
r
T i T 2
i * oL L s
0 Swin Smar S Si Sz
Fig.4.22 Fig.4.23

Ciclul Carnot are pe diagrama T-S 0 reprezentare
geometrica simpla (fig.4.23)-un dreptunghi cu laturile (Tl —T2) si
(S, —S,) . Folosind aceastd reprezentare se deduce destul de

simplu formula de calcul a randamentului ciclului Carnot. Caldura
transformata in lucru mecanic in ciclul Carnot direct are valoarea

A:(Tl _Tz)(sz - 81)1
iar caldura primita este

Qprim = Tl (SZ - Sl)
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Ultimele doua egalitati se substituie in definifia randamentului
masinii termice. Astfel, pentru calculul randamentului masinii
termice, care functioneaza dupa un ciclu Carnot, se obtine
(Tl _Tz)(sz — Sl):Tl -T .

Tl (Sz - Sl) Tl

30.4. Interpretarea statistica a entropiei

Sensul fizic al entropiei nu este evident, asa cum este sensul
fizic al altei functii de stare, anume energia internd. Proprietatea
caracteristicd a entropiei este ca ea variaza monoton in procesele
naturale, dar aceastd proprietate nu poate fi intuitd pe baza
reprezentarilor si  notiunilor mecanice. Rezolvarea acestei
probleme, adica elucidarea sensului fizic al entropiei, a fost data in
1877 de Boltzmann, care a introdus 1n termodinamica
reprezentdrile statistice, asociind fiecarei stari a sistemului o
probabilitate de distributie. Cele expuse in continuare, privitor la
interpretarea statisticd a entropiei, realizeazd unul din scopurile de
baza ale fizicii statistice — stabilirea §1 explicarea legilor
termodinamice pentru sisteme macroscopice.

Dupa cum s-a aratat anterior, un sistem de particule se afla
in starea de echilibru statistic (termic), daca distributia ce 1i
corespunde este cea mai probabila. Aceasta inseamna, ca starea de
echilibru corespunde valorii maxime a probabilitatii de distributie
a particulelor. Daca un sistem este izolat si se afla in starea de
echilibru, atunci probabilitatea de distributie se mentine constanta,
la valoarea maxima, sistemul ramanand in starea de echilibru.
Singurele procese, care pot avea loc intr-un astfel de sistem sunt
procesele reversibile. Daca sistemul izolat nu se afla initial intr-0
stare de echilibru, atunci el evolueaza catre starea finald de
echilibru, adica dintr-o stare cu o probabilitate de distributie mai
mica spre starea cu probabilitatea de distributie maxima. Un astfel
de proces este ireversibil, in decursul lui sistemul trece prin stari
intermediare de neechilibru. Astfel, reiesind din considerente
statistice, conchidem ca procesele termodinamice spontane au un
sens bine determinat de desfasurare, intotdeauna catre starea de
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maximd probabilitate. Totodatd, observdm ca entropia si
probabilitatea de distributie se comporta la fel-concomitent
ambele cresc sau se mentin constante: dacad intr-un sistem izolat
are loc un proces reversibil probabilitatea de distributie si entropia
raman constante, AS=0; daca in acelasi sistem are loc un proces

ireversibil, odata cu probabilitatea de distributie creste si entropia,
AS >0.
Relatia dintre probabilitatea de distributie §i entropie a fost

determinata de catre Boltzmann,
S=kInP, (30.17)

unde P este probabilitatea de distributie, iar K este constanta
Boltzmann. Amintim, ca probabilitatea de distributie este egala cu
numarul de distributii distincte ale particulelor sistemului dupa
coordonate si viteze, care corespund starii macroscopice date a
sistemului, P>1. Desigur, sensul de evolutie al proceselor
termodinamice s-ar putea caracteriza si cu ajutorul probabilitatii
P, dar entropia prezintd avantajul ca este o marime aditiva. Ne
vom convinge de aceasta, considerand un sistem compus din doua
subsisteme, ce nu interactioneaza intre ele. Se noteaza cu P, si P,
probabilititile de distributie corespunzatoare subsistemelor.
Conform teoremei probabilitdtilor compuse, probabilitatea de
distributie a sistemului in ansamblu are valoarea
P=RP,.
Prin logaritmarea acestei egalitdti si inmultirea cu constanta
Boltzmann se obtine
kinP=kInP, +kInP,, S=S,+S,.

Relatia (30.17) sugereaza ideea ca pe baza fizicii statistice ar putea
fi calculati entropia unui sistem aflat in stare de echilibru. Intr-
adevar, calculul probabilitatii de distributie pentru gazul ideal ne

conduce la urmatoarea expresie pentru entropie
3
T2
S=S,+kNIn—, (30.18)
nO
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unde S, este o constanta arbitrard, N, este concentratia
moleculelor, iar N — numarul total de molecule ale gazului ideal.
Observam, ca entropia sistemului in starea data este determinata cu
precizia de pana la o constanta aditiva S,.

Ca exemplu de aplicare a expresiei (30.18) vom analiza
procesul de dilatare izoterma a unui gaz ideal in limitele de la V la

2V adici de la concentratia N, la ”—20 (fig.4.24).

Entropiile S; si S, pentru starile initiald, respectiv finald, sunt

3 3
2 2
S,=S,+kNIn—,  S,=S,+kNInZ_,
nO nO
iar pentru variatia entropiei obtinem,
AS,,=S,—-S,=kNIn2 >0. (30.19)

Procesul considerat are loc in conformitate cu principiul al doilea
al termodinamicii, odatd cu entropia creste probabilitatea de
distributie. Procesului invers, de la 2V la V, 1i corespunde
variatia entropiei

AS,,=—kNIn2 <0,
ceea ce Tnseamnd ca este un proces extrem de improbabil. Este
foarte putin probabil ca moleculele gazului sa revina, de la sine, in
prima jumatate a vasului, asa cum se aflau initial.
Daca relatia (30.17) se substituie in (30.19) obtinem,

nPe_Nm 2, Po _on
Py Py
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Deoarece gazul ideal considerat reprezintd un sistem macroscopic,
din ultima egalitate urmeaza P, >>P,. Procesul invers ar insemna

0 trecere a sistemului dintr-o stare cu probabilitate mare in una cu
probabilitate mult mai mica, deci acest proces nu se produce
spontan in naturd. Este importantd precizarea, ca concluziile
acestea sunt valabile numai pentru sisteme macroscopice. Daca
aceasta conditie nu se respectd si, de exemplu, N =2, atunci

&=0,25, P, si P, au valori comparabile si procesul 2V —V

P>
este posibil. Dar in cazul unui numér mic de particule in sistemul
considerat notiunile si legile fizicii statistice nu mai sunt aplicabile
sl nici nu sunt necesare.

30.5. Dependenta dintre entropie si cantitatea de informatie.

In baza teoriei informatiei, dezvoltate rapid in jumitatea a
doua a sec. XX, se afla metoda de calcul a cantitatii de informatie,
propusd de catre K. Shanon. Aceastd metodd se bazeaza pe
dependenta dintre entropie si cantitatea de informatie.

Boltzmann a introdus in termodinamicd reprezentarile
statistice, asociind fiecarei stari a sistemului o probabilitate de
distributie. Aceasta este cu atdit mai mare cu cat este mai
nedeterminatd, mai dezordonatd starea sistemului din punctul de
vedere al distributiei parametrilor microscopici, ce descriu
migcdrile mecanice ale particulelor sistemului. Entropia creste
odata cu probabilitatea de distributie (a se vedea formula 30.17),
astfel ca ea atinge valoarea maxima in starea de distributie maxima
(starea de echilibru termodinamic). Utilizdnd formula de calcul a
probabilititii de distributie (23.4) sau (23.5), numitd si functia
probabilitdfii, se poate analiza intreg procesul de trecere a unui
sistem din starea de echilibru, cu entropie maxima, in starea in care
este posibild o unica, strict determinatd microstare a sistemului.
Aceastd concluzie se dovedeste a fi valabila pentru orice sisteme
izolate, fie gaze, solide, lichide, sisteme biologice, etc.
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Analizand cantitatea de informatie, continutd in structura
unui sistem, se constatd ca ea este proportionald cu gradul de
abatere a sistemului de la starea de echilibru si este determinata de
ordinea, mentinutd in structura lui. De exemplu, cantitatea de
informatie dintr-un text este cu atat mai mare cu cat este mai mare
gradul de abatere a textului de la starea de echilibru, in care fiecare
literd are aceeasi probabilitate de distributie si textul reprezintd o
totalitate haotica de litere, lipsita de sens.

In concluzie: cantitatea de informatie este proportionald cu
diferenta dintre entropia maxima a sistemului in echilibru si
entropia sistemului 1n starea consideratd; pentru calculul cantitatii
de informatie trebuie utilizata aceeasi functie, ca si pentru calculul
entropiei.

Amintim ca relatia (30.17) descrie mecanismul
microproceselor, ce conduc la variatia entropiei unui sistem
termodinamic de natura fizica. Probabilitatea de distributie P >1
din aceasta relatie este definitd prin formulele (23.4) si (23.5)
pentru un sistem nedegenerat, respectiv degenerat. In cele ce
urmeaza se aplica formula (23.4), adica:

N!

= (30.20)

NN, N !

M. Planck a introdus entropia matematica H
H=InP, (30.21)

care, evident, diferda de entropia S doar prin factorul constant
k (constanta Boltzmann).
S=kInP=kH.
In continuare, M. Planck a modificat formulele (30.20), (30.21):
1. transformand relatia (30.20) in baza formulei lui Stirling,
Inxl= xIn x =X,
valabila in cazul numerelor naturale X mari;
2. folosind legea de conservare a numarului de particule;
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3. introducand probabilitatea matematicd a unei anumite

. . N, g .
stari a particulelor p, =WI’ care respectd condifia

> p =1.
i=1

In rezultat, a fost obtinuta urmatoarea relatie:

m
H=InP~-N> p Inp,. (30.22)

i1
Desi transformarile efectuate de Planck sunt formale din
punct de vedere matematic, formula (30.22) permite o interpretare
fizica mai profundd a marimilor H si P . Totodata, introducerea

probabilitatilor p, a extins cadrul de aplicare a relatiei (30.22)
pentru sisteme de orice naturd. Astfel, p, poate Insemna

probabilitatea realizarii unei stari atit a moleculelor unui sistem
fizic, cat si a elementelor oricarui sistem. Marimea H din relatia
(30.22) este entropia matematica totald a sistemului considerat. in
baza aceste relatii a fost obtinuta formula de calcul a valorii medii

a entropiei matematice H, ce revine unui element al sistemului

- N
H=->p-Inp,. (30.23)

i=1
Anume aceasta formula a fost pusa de cédtre K. Shanon la
baza metodei sale de calcul a cantitatii de informatie. Initial
Shanon a elaborat metoda sa doar pentru calculul informatiei in
telecomunicatii. De aceea, pentru comoditatea calculului entropiei
unei comunicdri, transmise prin cod binar, Shanon a inlocuit
logaritmul natural prin logaritmul in baza doi.

- N
H=-> p-log, p;. (30.24)

i=1
Sa aplicam formula (30.24) pentru calculul entropiei matematice
medii a unei litere dintr-un text:

235



H=->plog, p =

= _(pa Iogz pa + pb IogZ pb + pc IogZ pc +...+ pz Iogz pz)
Daca presupunem ca toate literele din alfabet au aceeasi
probabilitate de a apdrea in text (text haotic, lipsit de structura, de
informatie), atunci

pa: pb:pc:"': pz’
— 1&, 1
H = H =—ﬁélogzﬁzlog2N.

In fine, putem defini unitatea cantitdtii de informatie, numitd
bit (denumirea provine din abrevierea expresiei in engleza ,,binary
unit”): 1 bit reprezinta cantitatea de informatie continutd in
comunicarea despre realizarea unuia din doud evenimente cu
aceeasi probabilitate de realizare

1 1

P, = pzZWZE

Substituind aceasta egalitate in relatia (30.24) obtinem:

— 1 1 1 1 )
H=->=log,=~+=log, = |=log,2=1 bit,
[2 922 2 gzzj g,

In textele reale probabilititile aparitiei literelor sunt diferite.
Substituind in formula (30.24) probabilitatile reale ale literelor se

obtine o valoare a entropiei Hr mai micd decat cea maxima
(30.25). Diferenta dintre H mex si H. reprezintd cantitatea de
informatie previzibila |, din text
|, =Hmx —H;
Desi, initial, metoda lui Shanon a fost elaborata doar pentru a
rezolva probleme tehnice concrete in telecomunicatii, ea s-a
dovedit a fi universald. In prezent aceasta metoda este utilizatd

pentru diverse sisteme, inclusiv pentru sisteme atat de complicate,
cum ar fi sistemele biologice si cele sociale.
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Deoarece cantitatea de informatie dintr-un sistem este legata
de entropia lui, devin foarte importante mecanismele proceselor, ce
duc la micsorarea entropiei sistemului, numite mecanisme
antientropice. Aceste mecanisme sunt studiate in cadrul
termodinamicii proceselor de neechilibru. Este important de
mentionat cd procesele antientropice nu contravin principiului doi
al termodinamicii, deoarece concomitent cu micsorarea locald a
entropiei unui sistem are loc cresterea entropiei corpurilor,
exterioare sistemului considerat.

§ 31. Principiul al treilea al termodinamicii

Din relatia dS = 5_I_—Q, considerata definitie a entropiei si din
formularea principiului al doilea al termodinamicii (30.11) rezulta
ca entropia este definitd numai pana la o constantd arbitrara.
Totodata, principiul al doilea nu contine nici o precizare privitor la
comportamentul sistemelor fizice in vecindtatea temperaturii de
zero absolut sau la posibilitatea atingerii acestei temperaturi.
Valoarea constantei arbitrare din definitia entropiei este
determinata de principiul al treilea al termodinamicii, care se
referd tocmai la comportamentul sistemelor termodinamice la zero
absolut.

In urma generalizarii si sistematizarii datelor experimentale
privind valorile entropiei la diferite temperaturi, fizicianul si
chimistul german W.Nernst a ajuns in 1906 la urmatoarea
concluzie: atunci cand temperatura absolutda a unui sistem
termodinamic tinde catre zero absolut, entropia acestuia tinde catre
0 valoare constanta, independenta de parametrii extensivi (de
exemplu de volum), de starea de agregare sau alte caracteritici ale
sistemului termodinamic. Aceastd concluzie reprezinta una din
formularile principiului al treilea al termodinamici, cunoscut si
sub denumirea de teorema lui Nernst. In fig.4.25 sunt prezentate
curbele de variatie a entropiei S in functie de temperatura
absoluta T, luandu-se ca parametru volumul V al sistemului
termodinamic. Se observa ca indiferent de valoarea volumului
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sistemului considerat, entropia tinde la valoarea ei unica S, cand
T —>0K.

0 ~—>T
V4 L
S 4] 4 \ 3 (of

Fig. 4.25 Fig. 4.26

M. Planck extinde concluziile lui W. Nernst, postuland ca in
cazul unui sistem omogen condensat (lichid sau solid) 1insasi
entropia tinde cétre zero, cand temperatura tinde cétre zero absolut,

lim S =0.

T-0

Caracterul general al acestei afirmatii consta, in primul rand,
in aceea ca se referd la orice sistem si, in al doilea rand, ca
entropia tinde catre zero absolut pentru T — 0, independent de
valorile pe care le iau ceilalti parametri de care depinde entropia.
Considerarea numai a sistemelor omogene trebuie inteleasa numai
in sensul ca la temperatura de zero absolut nu se pot géasi in
echilibru decat sistemele omogene. Considerarea sistemelor
condensate de asemenea nu limiteaza caracterul general al
afirmatiei lui Planck deoarece la T — 0K nici 0 substanta nu
exista 1in stare gazoasd, toate substantele cunoscute se
condenseaza la temperaturi joase, fiind solide, cu exceptia He—1I
care este solid sau lichid in functie de presiune. (La temperaturi
joase He suporta o tranzitie de faza, in rezultatul careia devine
suprafluid si este denumit He—Il). Formularea lui Planck
reprezintd unul din enunturile principiului al treilea al
termodinamicii. Se poate da si 0 alta formulare pentru principiul al
treilea al termodinamicii: nici un sistem nu poate fi racit pana la
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temperatura de zero absolut, deoarece temperatura OK este
principial inaccesibila. Insd, principial, este posibil a ne apropia
oricat de mult de OK.

Pentru a ardata ca din formularea lui Planck rezulta
imposibilitatea atingerii temperaturii de zero absolut se va admite
contrariul. Consideram o masina termica ce functioneaza dupa
ciclul Carnot, sursa rece avand temperatura T, =0K (fig.4.26).

Variatia entropiei in intreg ciclul este nula, deci se poate scrie:
AS,, +AS,; +AS,, +AS,, =0

In procesele adiabatice 2-3 si 4-1 entropia este constanti,
AS,, =0,AS,, =0. Pe izoterma 3-4 entropia este mereu egala cu

zero conform formularii lui Planck. Totodatd, pentru un proces

_Q

izoterm, conform (30.13) se poate scrie AS,, = = Atunci suma
1

variatiilor entropiei in ciclul considerat devine

AS, =0, 11-0.
Q

1
Acest rezultat este absurd, deoarece conform considerentelor
Q #0, T, #0K. Prin urmare, presupunerea ca temperatura
T =0K poate fi atinsa este absurda.
1. O prima consecinta a principiului al treilea este faptul ca la
T =0K coeficientii calorici ai sistemelor termodinamice se
anuleaza

im C= Im @:Iim (Tﬁj: im [Ti}o
T50K 750k dT Tookl ST T50K 5(|nT)
In particular,

im C, = Im Ti =0,
T0K T-0K 5(|nT) ,

i o5
TIEBK Ce = TtrrgK(T mjp =0, TilI)lK(CP -G ): 0.
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Din aceste rezultate urmeaza ca pentru temperaturi T —-0K nu

este valabila nici ecuatia de stare a gazului ideal. Semnificatia
fizica a anuldrii coeficientilor calorici este urmatoarea: temperatura
de OK reprezinta acea stare, in care sistemul nu mai poate ceda
caldura, deoarece este atinsa Starea de energie minima. Energia
internd a sistemului este distribuitd intre particulele sale intr-un
mod determinat, unic. Datoritd ordinii totale a acestei stari unice,
probabilitatea sa termodinamica este P =1,
S =kiInl=0.

T—->0K
2. Se poate demonstra ca pentru T — 0K coeficientii de
dilatare termica si coeficientul termic al presiunii tind catre zero.
Adica, pentru T —0K solidele nu mai sunt compresibile.

Conform acestui rezultat, din definitia coeficientului termic al

presiunii S = i[%} se deduce ca pentru temperaturi T - 0K
\Y

Po
presiunea unui gaz nu depinde de temperatura, fiind o functie
numai de densitate. Se spune ca gazul se afla in stare de
degenerare, iar gazul este numit gaz degenerat. Un exemplu de
astfel de gaz degenerat este gazul electronilor liberi din metale la
temperaturi obisnuite. Comportarea unui gaz degenerat nu mai
este descrisa de statistica Boltzmann-Maxwell.

3. Pentru T —O0K entropia sistemului nu poate fi
modificata prin nici un fel de actiune. Din aceastd conSecinta
rezulta 0 alta formulare a principiului al treilea al termodinamicii
> izoterma la 0K coincide cu adiabata.

Principiul al treilea al termodinamicii are un spectru de
aplicatii mai restranse decat primele doud principii. Principalele
aplicatii sunt in domeniul chimiei si in fizica temperaturilor joase.

§32. Potentiale termodinamice.
Entropia §i energia interna sunt functii de stare de o
importanta fundamentald in descrierea proceselor termodinamice:
variatia entropiei indicd sensul proceselor termodinamice in
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sisteme izolate sau izolate adiabatic, iar variatia energiei interne
asigurd desfasurarea lor in conformitate cu legile conservarii si
transformarii energiei. Totodata, unele procese naturale nu se
realizeaza in conditiile sistemului izolat sau izolat adiabatic, dar
in conditii in care unii dintre parametri se mentin constanti (de
exemplu T si V, sau T si p, etc.). In asemenea cazuri se

folosesc si alte functii de stare, numite potentiale termodinamice,
ce se introduc analog cu energia potentiald in mecanicd (a se
vedea formula 8.6). In cazul cand energia potentiala a unui sistem
mecanic este minima, sistemul se afla in starea de echilibru
mecanic stabil. Analog, dacd potentialul termodinamic este
minim, sistemul se afla in stare de echilibru termodinamic.

In cele ce urmeaza vom analiza doar cele mai importante
potentiale termodinamice, folosite pentru obtinerea sistemului de
ecuatii termodinamice ale lui Maxwell. Aceste ecuatii au
numeroase aplicatii in termodinamica, in particular ele permit
obtinerea ecuatiilor de stare in forma diferentiala.

Consideram un sistem termodinamic inchis care efectuiaza
(sau asupra caruia se efectueazd) numai lucru de naturd
mecanica. Daca in inegalitatea (30.10) se substituie expresia
(27.8) a principiului inti al termodinamicii, obtinem:

TdS >dU +5A=dU + pdV . (32.1)
Inegalitatea (32.1) se realizeaza 1n cadrul oricarui proces natural.
Semnele ,,=" si ,,>” corespund procesului reversibil, respectiv
ireversibil. Scrisa numai pentru procese reversibile, relatia (32.1)
este cunoscutd sub denumirea de ecuatie fundamentala a
termodinamicii,
TdS =dU + pdV . (32.2)
a) Energia libera.

Sa scriem inegalitatea (32.1) pentru un sistem de volum

V =const, aflat in contact cu un termostat de temperatura T.

TdS>dU, d(U -TS)<0. (32.3)
Ultima inegalitate (32.3) sugereaza necesitatea definirii unei noi
functii de stare F(V,T)
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FV,T)=U-TS, (32.4)
numita energie libera sau potentialul Iui Helmholtz. Atunci
relatia (32.3) devine

dF <0, (32.5)
si se explica astfel: procesele naturale, in care volumul si
temperatura sistemului considerat sunt invariabile se desfasoara
astfel, Incat energia liberda rdmane constantd In procese
reversibile si scade in procesele ireversibile. Prin urmare,
sistemul termodinamic, aflat in conditiile indicate, tinde catre
starea de echilibru stabil, in care energia libera are valoarea
minima. Sa consideram un proces izoterm reversibil pentru care
scriem (32.2), adica SA=TdS —dU ,

OoA=-dU -TS)
A, =-AF . (32.6)
A,=-F-F

Din egalitatile (32.6) urmeaza ca energia libera reprezintd acea
parte a energiei interne a sistemului, care se transforma in lucru
mecanic Intr-un proces izoterm reversibil. Marimea fizicd TS,
egala cu diferenfa dintre energia interna si energia liberd a fost
numitd energie legata. Lucrul efectuat de sistem intr-un proces
adiabat este egal cu variatia energie sale interne, luate cu semnul
minus,
A,=U,-U,.

Comparand aceasta egalitate cu ultima din (32.6) ajungem la
concluzia ca energia libera are in procesele izoterme acelasi rol
pe care il are energia internd In procesele adiabate.

b) Entalpia. Entalpia libera.
Consideram un sistem termodinamic 1n care se realizeazd un
proces izobar. Scriem principiul inti al termodinamicii in forma
diferentiala

(dU), =(dQ), — pdVv ,
(dU +pV), =(RQ),- (32.7)
Definim o noua functie de stare, numita entalpie H
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H=U+pV. (32.8)
Relatia (32.7) devine:

(dH), =(X), (32.9)
Comparand relatiile (32.9) si (28.3) se observa, ca entalpia are n
cadrul proceselor izobare acelasi rol, pe care il are energia interna
in cadrul proceselor izocore. Pentru un sistem cu presiunea si
temperatura constantd, inegalitatea (32.1) se scrie

dU + pVv -TS)<0. (32.10)

Aceastd inegalitate sugereaza necesitatea definirii unei noi functii
de stare, numita entalpie libera, sau potentialul lui Gibbs

G=U+pV -TS. (32.11)

Inegalitatea (32.10) devine
dG<0. (32.12)
Am obtinut cd intr-un proces ireversibil entalpia liberd a
sistemului considerat scade. In final, sistemul ajunge in stare de
echilibru, cu valoarea minima a entalpiei libere.  Substituind
egalitatile (32.7) si (32.3) in (32.10) obtinem relatiile dintre G si

H , respectiv G si F

G=H-TS, G=F+pV. (32.13)
Aplicatii. Probleme rezolvate

Problema 1

Densitatea unui gaz ideal in conditii normale este egala cu
1.25 kg/m®. Raportul céildurilor molare la presiune constantd Cwp
si volum constant Cwmv este egal cu 1,4.

Sa se calculeze caldurile specifice la presiune constanta cp §i
la volum constant cv.

Rezolvare

Exprimam constanta universala a gazelor R din ecuatia de
stare a gazului ideal
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pv. _ pM
ET PT’
M

. m . . .
unde densitatea p = v Expresia pentru R se substituie in relatia

lui Mayer, scrisa pentru calduri specifice, ¢, —c :E=L.
p v
M pl
. S . : Cwp GCp . : -
Stiind cd indicele adiabatic y = = — =14 din ultimele doua
MV CV

relatii rezulta caldurile specifice cp, Cv.

Cv =L:740L

pT (7-1) kgK '’
J
Cp =yc, =1.04.10° kgK
Problema 2

Sa se calculeze caldura molara Cw a unui gaz ideal intr-un
proces in care temperatura gazului: a) este proportionala cu
patratul volumului gazului; b) este invers proportionald cu
volumul sau. Se cunoaste caldura molara la volum constant Cwv.

Rezolvare
a) In conformitate cu conditia problemei T = aV?, unde a =
const. Cantitatea de caldura schimbata de gaz cu mediul exterior
este Q=C,, VAT, variatia energiei interne nu depinde de proces
si se scrie AU =C,,, VAT , iar lucrul efectuat de gaz se calculeaza
vy
din relatia A1 = j pdV . Relatia dintre aceste trei marimi fizice
V1
reprezintd principiul intai al termodinamicii, Q= AU +A:
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Vs,

CuVvAT =C,, VAT + I pdV . Anume din ultima egalitate vom
Vi

calcula Cw, determinand mai intai lucrul mecanic Ai2. Exprimam

presiunea p din ecuatia de stare si  substituim V=.[—; P
a

—— =1R+/aT . Totodati, dV—d—T. Folosind ultimele doua

2+vaT

relatii, rezulta urmatoarea expresie pentru lucrul mecanic efectuat
de gaz:

_RT

2JaT 2

Se substituie acest rezultat in principiul intai al termodinamicii.
Urmeaza,

TZ
A= IVR\/aT dT =§AT,
Tl

CmAT= CavAT + ?AT , Cm =Cwmv +g.
b) Dependenta temperaturii de volum este datd de relatia
T= b de unde V = b si  dv =—£2dT. Expresia pentru
Vv T T

presiune, obtinutd din ecuatia de stare, devine
_VvRT _vRT?
TV b

iar pentru lucrul mecanic efectuat de gaz obtinem

Va
Aro= j pdV = j fvRT” (—T%)dT=—vRAT.

T
Scriem principiul 1nta1 al termodinamicii folosind aceastd expresie
pentru lucrul mecanic §i aceleasi expresii, ca si In punctul a),
pentru Q si AU.
1CunAT =1CwuvAT- WRAT.
Urmeaza: Cu=Cmv—R.
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Problema 3
Sa se calculeze raportul dintre lucrurile mecanice efectuate
intr-o transformare adiabata si una izotermd, la comprimarea
unui volum de gaz biatomic de la volumul V1=5 | la volumul V.=
1l. Care comprimare este mai avantajoasa?

Rezolvare

Lucrul mecanic in transformarea izoterma se calculeaza din
relatia :

v, v,
Ar=[ pdv = jﬂdv _WRTInz.
Vl V1

\Y \'A
Lucrul mecanic in transformarea adiabata se obtine, substituind
4
expresia pentru p, obtinutd din ecuatia Poisson, p =% , in
formula pentru lucrul mecanic,
Vv Ve
2 dV p,V. 1 1
_ y _ HFiVa y_\ETYy =
AQ P.V1 \}l; V7 1—, (2 )

_VRT|, (Vi H_
y—1 V,

Pentru raportul cautat obtinem,

()
o _ 1 Ve

calculand, in prealabil, y= E =14,
|

Astfel, At <Aq, deci este mai avantajoasa comprimarea izoterma .
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Problema 4
Un kmol de gaz ideal biatomic trece din starea, definita de
temperatura T1=300K si presiunea pi=10atm, in starea cu
presiunea p2 =1 atm printr-un proces politrop pV" =const, unde n
=1,2. Sa se calculeze: a) lucrul mecanic efectuat asupra gazului;
b) caldura schimbata de gaz cu mediul exterior; c¢) caldura molara
a gazului in procesul politrop.

Rezolvare
Valoarea indicelui adiabatic pentru gazul biatomic este vy
=1,4 (i =5). Prin urmare, graficul procesului politrop cu indicele
1,2 (1< 1,2 < y) este o curba, situata intre izoterma si adiabata.
a) in ecuatia politropei pV" =p1V1" exprimam presiunea unei stari

PV

arbitrare p = VIR pe care o substituim in formula de calcul a

n

lucrului mecanic:

V. \% n n-1

: 2dv pV v
= [ pdv = pV. =P g5
A, Vflp pllvflvn n—l{ [VJ }

unde :

v, = YRT _ 5 5me v, :vl[&jn —17m?
Py 2
Rezultatul calculului numeric este A2 =4 MJ.
b) Vom calcula caldura schimbata cu mediul exterior din principiul
intai al termodinamicii, Q=AU+A12 , unde AU=v Cmv(T2-T1)
urmeaza a fi determinatd. Pentru aceasta exprimdam Cwmy din
definitia indicelui adiabatic, in care Cvp=Cmv+R,

_Cuw _Cw+R ¢ R

Cw Cuv W y-1 ’
iar din ecuatia de stare se afla T, =%. in rezultat, pentru AU

obtinem expresia:
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AU =y R [PYa 4]
y—=10 R

pe care o substituim in principiul intai al termodinamicii si
calculam Q.

Q= A12+Vi[p2_\/2_1jz2 MJ
y—1 vR

Faptul ca Q < A1x este o urmare a micsorarii temperaturii

1A% =T,< T deci si a energiei interne, AU <O0.
R

c)Caéldura molara se defineste ¢ = Q ,unde AT = A7 -7,
AT R

Obtinem,
Cn: Q = QR :—ER:—CMV.
V( pzvz _Tj pzvz - "RTl 2
VR 1

Constatdm cad pentru procesul politrop cu /<n <y caldura molara
este negativa, gazul efectueazd un lucru mai mare decat caldura
primitd. Prin urmare, gazul consuma pentru efectuarea lucrului si o
parte a energiei sale interne, racindu-se, desi primeste caldura din
exterior.
Problema 5

Ciclul, efectuat de un gaz ideal monoatomic, este format
dintr-o izocord, 0 adiabatd si o izotermd. In timpul efectudrii
ciclului temperatura variaza de a ori, iar procesul izoterm se
realizeaza la valoarea minimd a temperaturii. Sa se determine
randamentul ciclului.

Rezolvare

a Am trasat graficul ciclului,
luand 1n consideratie faptul ca
adiabata este mai Inclinata ca

1 izoterma. Totodatda, izoterma 3-1

3 corespunde temperaturii minime
T1=Ts<T>. analizand procesele din

Ed
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care este compus ciclul, constatam: in procesul izocor 1-2 gazul
primeste caldura Q12> 0; in procesul adiabat 2-3 schimb de caldura
nu are loc, Q23= 0 ; in procesul izoterm 3-1 gazul cedeaza caldura
Q31< 0. In baza principiului intai al termodinamicii, determinim
valorile Q12 si [Qy] -

T

Qi =AU, =1Cy, (Tz _Tl): VIERTl(a_l)’ [T_z a]
1

|Q31| = |A31| =

Pentru randamentul ciclului obtinem

vRT,In Vi
V3

Vl

V V.
WRT, In -2 In-2
77:Q12_|Q13| —1_ V1 _1_ Vl

o 1 RT (a 1az1)
VZRTl(a 1) 2(a 1)

Ecuatia procesului adiabatic 2-3 se scrie  T,V,”" =TV, ™,
-1 1

T, (V) T _ V, 5

—2:[—3j . Totodata, T—Zza. Prin urmare, V—3:a7‘1. Se

Tl V2 1 2
substituie acest rezultat in relatia pentru 7. Obtinem,
=1 Ina -
(r-1Na-1),
2
. I+ 5
Deoarece gazul este monoatomic i = 3, y=——= 3
[
Ina
=1-—.
7 a-1
Problema 6

Un gaz ideal monoatomic efectueaza ciclul din figurda. Sa se
calculeze randamentul ciclului si sa se compare cu randamentul
unui ciclu Carnot, ce ar functiona intre izotermele ce trec prin
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punctele B si A. Caldura molara pe transformarea BC este Cm=R.
Se cunosc: pe=a pa, Vc=bVa; caz particular a=3; b=2.

P
A

»

\

I

I

|

|

|

I

I

A ____[A |
, 1
/ |
|

1

V,

Randamentul ciclului este raportul dintre lucrul efectuat si

- . A

caldura primitd pe intregul ciclu, 77 =—. Lucrul A este egal cu
1
aria ciclului direct, adica
A= (Vc _VA)(pB — pA) _ (a_l)(b _1)pAVA ]
2 2

Gazul primeste cdldurd in procesul izocor AB si in procesul de
dilatare BC.

X Q1=Qns +Qsc=A4 Uas+Qsc.
In conformitate cu conditia problemei
Qec=vCu(T, T, )= R(T, - T,),
iar
i
AU 5 =1Cyyy (TB _TA) = P RV(TB _TA)'

Determinam temperaturile Ta, Tg, Tc din ecuatia de stare.

TA: pAVA 7TB =pBVB , TC — pCVC )
R R R
Pentru caldura primita obtinem :

Ql = l R V(pB_VB _ pAVA j + VR( pch _ pBVB j
2 R R R R

250



Deoarece graficul procesului CA este un segment de dreapta,
prelungirea caruia trece prin originea sistemului de coordonate, in
acest proces presiunea este direct proportionald cu volumul, deci
P, =b-p,. Aceasta relatie, cit si pg=a-p,, V. =b-V,, se
substituie in egalitatea de mai sus. Rezultd urmatoarele egalitati

pentru Q si7p.

Q = é PV, (a—1)+ pV, (0> —a)= pAvAB (a-1)+(b* - a)}

. (a—_l)(b—l)pAVA _ (a-1)b-y)

. 2p,\V,{|2(a—1)+(b2 —a)} ZB(a—l)jL(b2 —a)]

In cazul particular considerat a=3; b=2. Gazul este
monoatomic, deci i =3. Rezulta
n=0,25.
Randamentul ciclului Carnot, izotermele caruia ar trece prin
punctele B si A este

ool Ta_g PVa_y 1
Ty PeVs a.

In cazul particular considerat 7. = 0,67.

Problema 7
Sa se determine variatia entropiei AS unui kmol de gaz ideal

biatomic, temperatura cdruia variazd de la 0°C la 500°C intr-un
proces: a) izocor, b) izobar.

Rezolvare
Scriem principiile unu si doi ale termodinamicii in forma
diferentiald, pentru procese reversibile,

Q=dU + pdv, &Q=TdS,

din care rezulta relatia
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_du
T
Substituim in aceastd relatie expresiile pentru variatia energiei

ds +Pav.
T

interne dU =vC,,,dT si pentru ?p = ? ultima rezultand din

ecuatia de stare . Obtinem,
dS =vC,, d—T+de—V.
T \Y
Integram ultima egalitate in limite arbitrare
S, T, Vs,
[ds =chde—T+ijd—V,
Sl Tl T Vl V
AS =vC,, InT—2+VRIn\Q.
Tl Vl
Aceastd formula de calcul a variatiei entropiei unui gaz ideal

a fost dedusa pentru un proces reversibil arbitrar. Vom mai apela
la ea n procesul rezolvarii problemei 8.

a) in cazul procesului izocor V1=Vz, C,,, = IE R= g R . Atunci

T kJ
AS =vC,,, In-2~22—.
T, K

1

b) in cazul procesului izobar T = \Q Cwp = % R. Atunci
1 1
T T. kJ
AS =v(C,, +R)In-2=1C,,, In-2 ~30—.
( MV ) Tl MP Tl K
Problema 8

Intr-un proces politrop temperatura unui kmol de gaz ideal
variaza de la T1=300 K la T>=400 K. Indicele politropei este n=3,
iar gazul este biatomic. Sa se calculeze: a) variatia entropiei AS a
gazului; b) lucrul mecanic efectuat asupra gazului.
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Rezolvare
a) Variatia entropiei gazului ideal se calculeaza din relatia (se
vedea formula dedusa in problema 7)

AS =vC,,, InT—2+vRIn\ﬁ.
Tl Vl

R

Pentru céldura molara la volum constant Cwv avem C,,, = =
n —

Ecuatia politropei o scriem sub forma:

1
V2 B '|'1 n-1
Vl TZ .

Obtinem urmatoarea expresie pentru variatia entropiei:

1
n-1
AS=iInT—2+vRIn[LJ VR( 7) In T— =4781J/K
y=1 T T, ( 1)(n_ ) T,
b) lucrul gazului ideal intr-un proces politrop, efectuat la
variatia volumului sau de la V1 la V>, este

Aiz_n_lll (sz ]

TV, =T,V,"™, pV, = RT,,
ajungem la urmatoarea expresie pentru A1z,

A, =Rl Bl YRz - mi5s5k.
n-1|" T,| n-1

Deci, lucrul efectuat asupra gazului, A, =415,5 kJ.

Folosind ecuatiile

Problema 9
Un kg apad, aflat la temperatura 1=20°C, este pus in contact
termic cu o sursd de cdaldura ( termostat ) aflatd la t0=80°C. Sa se
calculeze: a)cu cat a variat entropia sistemului total (apd+sursa
de caldura ) dupa stabilirea echilibrului termic; b) CU Cat variaza
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entropia sistemului total daca apa este pusa mai intdi in contact cu
o sursd la t,=50°Csi apoi in contact cu cea de 80°C. Caldura

specifica a apei este ¢=4180 ﬁ ¢) in ce conditii poate fi
g

incalzitd apa de la t1 1a t, fara variatie de entropie?
Rezolvare

a) Variatia entropiei sistemului este egala cu suma variatiilor
entropiei apei §i a sursei: AS = AS, + ASg

To To

AS, = szc d—-r=mclnT—°=779i,
T Ty Tl

ASs =Q=M=_710i_
T T

deoarece temperatura To a sursei ramane constanta, iar Q este
caldura cedata apei. Atunci,
AS =AS, +ASg = 68,7% >0.
Rezultatul obtinut este in conformitate cu principiul doi al
termodinamicii (30.11), procesul realizat fiind ireversibil.
b) Se calculeaza in mod analog variatia entropiei AS, a

sistemului apa+ sursa unu, apoi variatia entropiei AS, a sistemului
apa-sursa doi. Calculand suma AS, +AS,, se determind variatia

entropiei sistemului total. Se obtine AS = 50,4% .

c) se observa ca utilizarea a douad surse micsoreaza variatia
entropiei. Rezulta: dacd numarul de surse devine infinit mare,
atunci AS —0.
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10.

Intrebari de verificare
Sa se indice parametrii, de care depinde energia internd a unui sistem
termodinamic. S& se argumenteze raspunsul in baza formulelor de calcul al
energiilor interne ale gazelor ideal si real. S3 se explice modalitatile de
variatie a energiei interne.
Sa se explice sensul fizic al constantei universale a gazelor.
Ce proces simplu efectueaza un gaz ideal, daca se stie ca lucrul gazului,
intre starile fixate initiala si finald, este maxim? Sa se prezinte ilustrarea
grafica a raspunsului.
Sé se explice, In baza ecuatiei Poisson, cum variazd temperatura gazului
ideal la: a) dilatarea adiabaticd; b) comprimarea adiabatica.
Sa se defineasca procesul politrop. Sa se deduca formulele de calcul pentru
lucrul mecanic al gazului ideal in procesele izobar si adiabat in baza
formulei de calcul a lucrului mecanic in procesul politrop.
Sa se formuleze teorema Carnot. S& se demonstreze compatibilitatea ei cu
formularile principiului al doilea al termodinamicii, date de catre Clausius
si Thomson.
Sa se formuleze legea variatiei entropiei unui sistem termodinamic izolat.
De ce procesul adiabat este numit si izoentrop?.
Si se traseze ciclul Carnot in coordonatele T — S si si se deducad formula
de calcul a randamentului acestui ciclu.
Sa se enunte teorema lui Nernst si principiul al treilea al termodinamicii in
formularea data de Planck.
Sa se argumenteze necesitatea utilizarii in termodinamica si a altor functii
de stare, in afard de energia interna si entropie.

255



BIBLIOGRAFIE

. Detlaf A.A., Iavorschi V.M., Curs de fizica, Chisinau, Lumina,
1991.

Traian I. Cretu., Fizica. Curs universitar, Bucuresti, Editura
tehnica, 1996.

CapenveB U.B., Kypc obmeit ¢usuku, 1.1, MockBa, Hayka,
1979.

Luca E., Zet Gh., Jeflea A., Ciubotariu C., Pasnicu C., Fizica,
v.1, Bucuresti, Editura stiintifica, 1995.

5. Hponos U.E., 3agaun no obmeit ¢pusuke, Mocksa, Hayka, 1979.

. UeproB A.®., BopobreB A.A., 3amauun no ¢usuke, Mocksa,

Bricmiag mkona, 1981.

256



Cuprins
I. Cinematica punctului material si a solidului rigid

§ 1. Elemente de algebri vectoriala.............................. 5
1.1. Adunarea, scaderea si inmultirea vectorilor.............oceveuvennen. 5
1.2. Vectori unitate (versori). Vector de poziti€.......couevvurrirneennn. 7
1.3. Derivata UNUI VECIOT.....uuuvvreeiiiirereeessssiineeeesessssnseneeessnnnns 9
§ 2. Sisteme de referinta. Modele mecanice.................. 9
§ 3. Marimi cinematice fundamentale......................... 10
3.1. Legile cinematicii ale miscarii.

Traiectorie, deplasare......uuuueeeeeeeeeeeeeesiiiiiiinrrrrrrrrrreeereeeeeeeeans 10
3.2. Viteza medie, viteza MOMENTAN. ......vvvvvnrrreererrrrirsreeeseennes 11
3.3. Acceleratia medie, acceleratia momentana................cccveueueeans 13
3.4. Acceleratiile tangentiald si normala............coeeeeeeeeeeeeeeennnnnn. 14
§ 4. Cazuri particulare ale miscarii

punctului material............cccoooveviiii i 17
4.1. Miscarea rectilinie uniform variata.............ccceevvvvvrvvnnennnnn, 17
4.2. Miscare circulard. Marimi cinematice unghiulare ............... 18
§ 5. Miscari ale solidului rigid............ccoooniiiiiinnn 23
5.1. Miscarea de translafiC.......ueeeeeeereesseeiiiunrrnrneneereeeeeeesessnnns 23
5.2. Miscarea de rotatie in jurul unei axe fiX€..........ccccovveervvreeennn 23
Aplicatii. Probleme rezolvate......................ccceeoinene 25
intrebiri de verificare................cccooovvveiiisiceeceen, 33
I1. Dinamica clasica a sistemelor de puncte materiale

§ 6. Principiile dinamicii clasice...........c.ccooviiinieinn, 34
B.1. PrincCipitl INETHIEI. vveressiserrreiriesiiiirieeeesssiirree e e s s sireeeeeeans 35
6.2. Principiul fundamental al dinamicii. Principiul
independentei actiunii fortelor.........ooouuvieniiiriiiiiiii e 35
6.3. Principiul actiunii $i reactiuNii .........cocevvvuvieieeeeieeeennnniinnns 38

257



*Lucrul si energia mecanica
§ 7. Lucrul mecanic. Puterea. Fortele conservative

SI NECONSErVAatiVe...........covviiiiiiiiii e 38
7.1. Lucrul Mmecanic, PUtEIBa.........eeeeeeeeeiiurirrirreeereeeeeeeeeeeeseans 38
7.2. Forte conservative $i NECONSEIVatiVe.......ceevvvvvveeeeervevennnnnnns 41
§ 8. Energia mecanica.................ccccooov i 45
8.1. Energia cineticd a punctului material..................coevevvvnnnne 45
8.2. Energia potentiald a punctului material..............ccceeeeerennne 46
8.3. Exemple de calcul al energiei potentiale............ccvvveereeennnn. 49
Aplicatii. Probleme rezolvate.....................ccoceeviinnnnn, 51
Intrebiri de verificare..............cccooooevviieceeees e, 60

**Dinamica sistemelor de puncte materiale
§ 9. Centrul de masa al sistemului de puncte

materiale si legea miscarii lui.......................coo 61
§10. Teorema variatiei si legea

conservarii impulsului..................ccccoo 63
§11. Teorema variatiei si legea

conservarii momentului impulsului............................. 65
11.1. Momentul fortei, momentul impulsului

(momentul cinetic) unui punct material.........ccvveveeeeeeeeeeeeeninennn 66

11.2.Momentul impulsului unui sistem de puncte materiale. Teore-
ma variatiei si conservarii momentului impulsului sistemului de

PUNCEE MALErIAlE. . ..eiiiii s ettt 69
§ 12. Teorema variatiei si legea conservarii energiei

0 T=Tor= o | Tor T PRTSOSR 72
12.1.Energia cinetica a sistemului de puncte materiale................ 72
12.2. Teorema variatiei si legea conservarii energiei

MNECANICE. .1ttt iitttteteee et et e e eeeeesess s sbbabben e e e e e eeeeeeeeeesnannnnnns 75
Aplicatii. Probleme rezolvate.....................ccccocvinnnnn, 77
intrebiri de verificare...............cccooovveeeeieiieeeeeeeee, 82



*** Dinamica solidului rigid in miscare de
rotatie in jurul axei fixe
§13. Momentul impulsului rigidului. Legea
fundamentala a dinamicii rigidului in miscare de

rotatie in jurul axei fixe...............cccooiiiii 83
13.1. Momentul impulsului rigidulUi..........ccoeeeviiiiineeniiiiiiennn. 83
13.2. Legea fundamentala a dinamicii rigidului in

miscare de rotatie In jurul axei fiX€....uuuererereereereeeriiiisiiinennnnnen. 86
§ 14. Momentul de inertie al rigidului. Teorema
STRINEE ... 87
§ 15. Energia cinetica a rigidului in miscare

de rotatie...........ccccoeeiiiiiiiie 90
§ 16. Lucrul fortelor externe asupra rigidului

in miscare de rotatie.....................ccoeeee i, 91
Aplicatii. Probleme rezolvate.....................ccoceeeviinnnnn, 95
intrebiri de verificare............c..cccoooevveeeveesensiennns 103

I11. Bazele teoriei relativitatii restranse
§ 17. Principiul relativitatii in mecanica si in

electromagnetismul  clasiC..........cccccovvevieiieciieiiee, 104
17.1. Principiul relativititii in mecanica clasici.................... 104
17.2. Principiul relativitatii in electrodinamica clasica.............. 106
§ 18. Postulatele teoriei relativitatii restranse.

Relatii de transformare Lorentz............................... 107
18.1. Principiile teoriei relativitafii TESrANSE....cceeeeeeeererrrrernnen. 107
18.2. Relatiile de transformare LOrentz.........cooevvevevevvvvneniennnn. 108
18.3. Consecinte cinematice ale transformdrilor Lorentz ............ 111
§ 19. Notiuni de dinamica a teoriei relativitatii

FESTANSE. .. ..ottt 118
19.1. Variatia relativistd @ Masel ....ovveeeeeieeeeeeeeeeeeeereseeeeeeennn 118
19.2. Impulsul relativist. Legea fundamentala a

dinamicii relatiViSte.........oeorvvveiiee e 121



19.3. Energia cinetica. Legea interdependentei dintre masa si

energie. Relatia relativistd dintre energie si impuls.................... 124
Aplicatii. Probleme rezolvate....................cccooeeviinnnnn. 128
Intrebari de verificare.....................ccooee i, 135

IV.Bazele fizicii moleculare si ale termodinamicii
§ 20. Metode de studiu ale sistemelor macroscopice.136

20.1. Metodele statisticd si termodinamiCa......uvuueueeiiiesssierennn. 136
20.2. Parametri de stare, procese termodinamice...................... 138
§ 21. Ecuatii termice de stare.................cccccoovrriennnnn. 140
21.1. Gaz ideal. Limitele de aplicabilitate a teoriei

QAZUIUT IABAL.......eeeiiiriiirreie e e e e e e e e e 140
21.2. Ecuatii de stare ale gazelor reale.......couvvvrrrreiiieeeeersiiinnns 142

*Teoria cinetico-moleculara a gazelor
§ 22. Ecuatia de bazi a teoriei cinetico-moleculare
agazuluiideal.........ccccooviiiiiii e, 146

§ 23. Elemente de statisticai Maxwell- Boltzmann...149
23.1 Echilibru statistic. Probabilitatea de distributie (probabilitatea

sau ponderea termodinamica).......cuvveeeesiiirrrreeeesiirneereeesennnns 149
23.2.Legea de distributie Maxwell — Boltzmann..................... 155
23.3. Distributia moleculelor gazului ideal dupa

ENErgii $1 AUPA VILEZE.1vvvrrrriiieseeissiisiiiiirireeeeseesaeesesssssssnnnns 159

23.4. Distributia Boltzmann a moleculelor gazului
ideal dupa energii Intr-un camp extern de forte conservative.

Formula barometriCa.......uvvvvvreeererriirrrniirnrinns s sssnseeeeeeeens 165
§ 24. Legea echipartitiei energiei cinetice medii

dupa grade de libertate....................cooeeriiiiniii 168
§ 25. Parcursul liber mediu al moleculelor................ 172
§ 26. Fenomene de transport...........cccoccevveriieiieennnnnn, 175
26.1. Ecuatii generale ale fenomenelor de transport

TN gaZ€ 1dEAlE......cceiirririireree e e e e e e e e e e s e s e e e e e e e e e 176
26.2. Conductibilitatea termicCa......uueeeeeeriivrrreeessiinnreeeessinnnns 178



26.3. Frecarea internd (VASCOZILALE) . vvvvveessiruvrrereeesiisrrenenssnnnns 179

PR D 1) {14 - W 182
26.5. Consecinte din teoria fenomenelor de

trANSPOIT TN GAZE. .. vvrrrrrrrrereeeeeeeessessiissrrrrerrrerreesesesssanans 185
Aplicatii. Probleme rezolvate.......................ccccovenne.n, 185
Intrebiri de verifiCare...........ccocovvevoeeecececeeeeeeeeeeen, 197

**Bazele termodinamicii

§ 27. Principiul intai al termodinamicii...................... 198
27.1. Energia internd a sistemului termodinamic...............ee..... 198
27.2.Energiile interne ale gazelor ideale si reale.............cce..... 200
27.3. Lucrul mecanic al sistemului termodinamic..................... 201
27.4. Schimb de caldurd. Coeficienti caloriCi........ccovvvvvreeerennn. 203
27.5. Principiul intai al termodinamicii.........ccovvvvrereessiiivnnnnns 204
§ 28. Transformari simple ale gazelor.

Proces adiabatic. Procese politrope.........c.ccccoevveunien, 205
28.1. Procese izocore (V =CONSL).....ueevvvreeeeeeiiiiiiiiiinrnnnnnee, 206
28.2.Procese izobare (p = const) ........................................ 207
28.3. Deficientele teoriei clasice a coeficientilor

calorici ai gazelor ideale............coeevivvvvireeieiiee e, 209
28.4. Procese adiabatiCe..........ccuveereeriiiiieeeeeesiiiiee e e e s ssineeens 210
28.5. Procese POIItIOPE. .uuuvrreeieeeeeeeeeeeeeiciirrrrrrr e e e e e e e e e e e e 212
§ 29. Principiul al doilea al termodinamicii.............. 216
29.1. Procese reversibile §iireversibile .......vviiiiiiiiiiiiieeeennenn. 216
29.2. Procese ciclice. Ciclul Carnot............uvvvvevevniiiiiiniennnenn. 218
29.3. Principiul al doilea al termodinamicii................c.ccce..... 220

§ 30. Entropia. Interpretarea statistica a entropiei...222

30.1. Cilduri reduse. Inegalitatea Clausius...........cccccceeeeennnn 222
30.2. Entropia ca functie de stare. Legea variatiei

entropiei sistemului izolat........ccccoeeeeieeiiiiiiiiiieeee e, 223
30.3. Analiza proceselor termodinamice cu ajutorul
11 0] o] [T P RPN 227



30.4. Interpretarea statisticd a entropi€i.......cccouvvvvvereesiiivnnnns 230
30.5. Dependenta dintre entropie si cantitatea de

INTOTMALIC. ...eeiiiieiieiiiieeiiece et e e e e e e ea s 233
§ 31. Principiul al treilea al termodinamicii.............. 237
§ 32. Potentiale termodinamice....................cccoeernnnn. 240
Aplicatii. Probleme rezolvate.......................cc.ccouennen, 243
intrebiri de verificare...............c..coovvvvvieriesrceennnnn, 255
Bibliografie........cccoov v 256

262



	PREFATA
	cinematica1
	Bazele_Dinamicii
	Sisteme_de_puncte_materiale
	Solid_rigid definitiv
	Teoria_relativitatii
	Fizica Moleculara
	Cuprinsul

